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Regressão logística
politômica: revisão teórica e

aplicações

Hélio Radke Bittencourt

Resumo

O tradicional modelo de regressão logística tornou-se um método padrão de análise na área
das ciências da saúde, especialmente Epidemiologia, pois é capaz de estabelecer uma relação de
dependência entre uma única variável-resposta binária e um conjunto de variáveis independentes
quantitativas ou qualitativas. A técnica é considerada uma abordagem parcialmente não-paramétrica,
não exigindo suposições sobre o comportamento probabilístico dos dados de entrada. Neste traba-
lho uma extensão da regressão logística para variáveis-resposta politômicas é apresentada, bem
como uma revisão sobre os aspectos teóricos mais importantes e aplicações da técnica com a
utilização de bancos de dados reais.

Palavras-chave: Regressão Logística, Análise Discriminante.

Abstract

The traditional logistic regression model became a standard method in the medical and biological
sciences, especially in epidemiology, because allows modeling of binary response variables only
and a set of quantitative or qualitative independent variables. Logistic regression can be regarded as
a partially parametric approach, since it assumes nothing about the probability distribution of variables.
This paper describes an extension of the logistic regression to polytomous response variables, as well
as presents a revision about the most important theoretical aspects and gives some results obtained
when using real databases.

Key-Words: Logistic Regression, Discriminant Analysis.

Ciências Naturais e Exatas

1 Introdução
Variáveis qualitativas nominais são

aquelas que mais limitam a possibilidade
de utilização de técnicas estatísticas, espe-
cialmente quando o número de categorias

excede dois. É muito comum a utilização
de tabelas de contingência para verifica-
ção de associação entre variáveis nominais
que, geralmente, são acompanhadas do
bem conhecido teste Qui-quadrado. A pro-
va não-paramétrica do Qui-quadrado, as-
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sim como as medidas de associação deri-
vadas, pode ser adequada para um grande
número de casos, entretanto só permite a
análise simultânea de duas variáveis e, no
caso de variáveis quantitativas, é necessá-
ria a prévia categorização, implicando em
perda de informação.

De acordo com Allison (1999) existem
pesquisadores utilizando inadequadamente a
técnica de regressão linear para tratamento de
variáveis-resposta qualitativas nominais e
ordinais o que, na sua opinião, se deve ao des-
conhecimento de técnicas mais avançadas.

O presente estudo inicia com uma re-
visão do modelo de regressão logística tra-
dicional e, em seguida, é apresentada a
extensão da técnica para variáveis
politômicas, resultados práticos e as con-
siderações finais.

2 O modelo de regres-
são logística tradicional

De acordo com Hosmer e Lemeshow
(1989) a regressão logística, em sua forma
tradicional, consiste de um modelo que re-
laciona um conjunto de p variáveis indepen-
dentes X1 , X2, ... , Xp a uma variável depen-
dente Y que assume apenas dois possíveis
estados, digamos 0 ou 1. O modelo logístico
permite a estimação direta da probabilida-
de de ocorrência de um evento (Y=1):

 
 pp

pp
xx

xx
YP














110

110

exp1
exp

)1(

e, conseqüentemente,

 pp xx
YPYP

 


110exp1
1)1(1)0( .

onde 
i  são os parâmetros do mode-

lo, estimados pelo método de máxima ve-
rossimilhança.

A transformação que está por trás do
modelo logístico é a chamada transforma-
ção logit, denotada por g(x). É uma função
linear nos parâmetros  , contínua e que
pode variar de -  a + :














)Y(P
)Y(Pln)x(g)x(logit
11

1

pp xx   110

Hosmer e Lemeshow (1989) dizem
que há pelo menos duas razões para utili-
zação do modelo logístico na análise de
variáveis-resposta dicotômicas: 1) de um
ponto de vista matemático, é extremamente
flexível e fácil de ser utilizado; 2) permite
uma interpretação de resultados bastante
rica e direta. A Figura 1 apresenta a função
logística com o seu característico formato
em ‘S’ e a relação linear entre uma única
variável x e o logit g(x).

Figura 1: Função logística e a relação logit
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Anderson (1982) enfatiza que a dis-
criminação logística pode ser aplicada a
uma grande variedade de famílias de dis-
tribuições, pois a suposição de linearidade
do logit é válida numa grande quantidade
de funções de distribuição de probabilida-
de, como por exemplo, a distribuição nor-
mal multivariada.

2.1 Histórico do Modelo
Logístico e Principais Aplica-
ções

É difícil precisar exatamente o ano no
qual o modelo logístico foi utilizado pela
primeira vez, mas Cox e Snell (1989) e
Hosmer e Lemeshow (1989) concordam
que o modelo de regressão logística ganhou
reconhecimento após o trabalho de Truett,
Cornfield e Kennel (1967) que analisava o
risco de doença coronária em um grande
projeto conhecido por “Framingham heart
study”. Esse trabalho ganhou fama e até
hoje é considerado um marco inicial dos
estudos envolvendo regressão logística nas
áreas da saúde. McLachlan (1992) também
afirma que as primeiras aplicações do mo-
delo logístico foram em estudos
prospectivos de doenças coronárias. Con-
tudo, nessas aplicações, os autores realiza-
ram o processo de estimação de parâmetros
sob a suposição de normalidade, que se
torna desnecessária quando a estimação é
feita por máxima verossimilhança via mé-
todos numéricos. O procedimento de esti-
mação em um contexto mais genérico foi
proposto por Day and Kerridge (1967) e
por Walker and Duncan (1967).

Hosmer e Lemeshow (1989) afirmam
que o modelo de regressão logística tornou-
se um método padrão de análise de regres-
são de dados dicotômicos, especialmente
nas ciências da saúde. De fato, aplicações
da regressão logística são comumente en-
contradas em periódicos da área de saúde,
tais como The American Journal of
Epidemiology, The American Journal of Public
Health, The International Journal of
Epidemiology  e The Journal of Chronic
Diseases.

A literatura sobre regressão logística é
muito vasta, tendo apresentado um cresci-
mento muito rápido. Além das inúmeras
aplicações na área da saúde, a regressão
logística também tem sido utilizada no cam-
po da econometria, administração e edu-
cação. Por esse motivo, encontramos arti-
gos envolvendo regressão logística em pe-
riódicos de diversas áreas.

3 Regressão logística
politômica

O modelo de regressão logística, ori-
ginalmente desenvolvido para variáveis-
resposta binárias, é extensível para vari-
áveis-resposta politômicas (três ou mais
categorias). O entendimento da regres-
são logística politômica fica mais simples
se for ut ilizado como exemplo
introdutório um modelo cuja variável-
resposta Y assume apenas três níveis, di-
gamos 0, 1 e 2, assim como descrito em
Hosmer e Lemeshow (1989). Agora, o
modelo logístico terá duas funções logit:
a razão entre Y=1 e Y=0 e a razão entre
Y=2 e Y=0. Nesse caso, o nível Y=0 foi
assumido como base.
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A partir das funções lineares gi(x),
cujos parâmetros são estimados por máxi-
ma verossimilhança, é possível calcular as
probabilidades condicionais de ocorrência
de cada categoria da variável-resposta Y
dado um vetor de observações x, confor-
me segue:
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Krzanowski (1988) afirma que, no mo-
mento em que as probabilidades a posteriori
P(Y=y|x) do modelo logístico são utiliza-
das para se estabelecer uma regra de
alocação, a abordagem é chamada de discri-
minação logística. Na área de Reconhecimento
de Padrões esse é o termo mais utilizado,
conforme se pode verificar em McLachlan
(1992) e Bittencourt e Clarke (2002).

A generalização do modelo logístico
para variáveis-resposta com k níveis (k>2)
é direta, permitindo sua utilização para dis-
criminação entre k classes. Na regressão
logística politômica a probabilidade de uma
dada observação x pertencer a uma das
classes yi é estimada diretamente por meio
da seguinte expressão:
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onde a função logit, assumindo o ní-
vel yk como base, é dada por
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Considerando y1, y2,..., yk categorias
exaustivas e exclusivas da variável Y, pode-

mos afirmar que 



k
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i )|y(P 1x . Portan-

to, a probabilidade de uma observação x
pertencer a classe yk, denotada por  P(yk|x),
pode ser obtida por diferença:
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A utilização do modelo logístico para
discriminação de classes pode ser direta.
A regra de classificação para alocar uma
observação x numa das classes yi é muito
simples:

ij       )|y(P)|y(P        se      y jii  xxx

O modelo logístico necessita da esti-
mação de k-1 vetores de parâmetros

 p
'
i ,,,  21β , correspondentes a k-

1 categorias da variável Y. A k-ésima cate-
goria é assumida como base. O processo
de estimação dos parâmetros em regressão
logística está baseado na maximização da

função de verossimilhança ),( x . Para
tornar possível a realização desse procedi-
mento são necessárias n amostras de trei-

namento nxxx ,,, 21  , cujas classes a que
pertencem são conhecidas.

Os vetores solução bi que maximizam

a função ),( x  são aqueles que tornam
máxima a probabilidade da particular

amostra de treinamento nxxx ,,, 21   ter
sido selecionada. Sendo assim, sob a hipó-
tese da amostra ser representativa da po-
pulação em estudo, obtém-se um modelo
que maximiza as chances de classificar to-
das observações da população nas classes
yi as quais realmente pertencem. Como as
equações derivadas da função de verossi-
milhança são não lineares, há necessidade
da utilização de métodos numéricos para
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encontrar uma solução. Esses processos são
iterativos e estão disponíveis em alguns
softwares estatísticos. No presente estudo foi
utilizado o procedimento Multinomial
Logistic Regression disponível no software
SPSS versão 10.0 e que se encontra-se des-
crito em Norusis e SPSS Inc. (1999). O
procedimento CATMOD do sistema SAS
também pode ser utilizado.

3.1 Testes de
Significância

O primeiro teste de significância im-
portante na regressão logística é o teste da
razão de verossimilhança, onde a hipótese
de que pelo menos um dos parâmetros

ij é diferente de zero (exceto os

interceptos – parâmetros 0i ) é testada.
Esse teste faz uma comparação entre o va-
lor da função de verossimilhança para o
modelo contendo apenas os interceptos e
a verossimilhança do modelo final com to-
dos os parâmetros estimados. A estatística
de teste D, chamada de deviance, tem uma
distribuição qui-quadrado e é calculada da
seguinte forma:
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onde,

0( ) é o valor da função de verossi-
milhança apenas com os interceptos

)(   ,x  é o valor da função de veros-
similhança para o modelo final

k é o número de categorias da variá-
vel-resposta Y

p é o número de variáveis indepen-
dentes (x) incluídas no modelo

Para a realização de testes de
significância individuais para os parâmetros

ij , é bastante comum a utilização da bem-

conhecida estatística de Wald, onde a hi-
pótese nula é a de que o particular coefici-

ente ij é igual a zero. A estatística W de

Wald é definida como o quadrado da razão
entre a estimativa de máxima verossimi-
lhança para o coeficiente e seu respectivo
erro-padrão (EP). Essa estatística tem uma
distribuição assintoticamente qui-quadra-
do com um único grau de liberdade:
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As saídas dos programas estatísticos
SPSS e SAS apresentam os testes da razão
de verossimilhança e de Wald.

3.2 Interpretação de
parâmetros

A interpretação dos parâmetros estima-
dos no modelo de regressão logística torna-
se similar ao caso da regressão múltipla tra-
dicional. No caso de uma variável resposta
com k níveis, o   k-ésimo nível será assumi-
do como base e, portanto, pode-se estabe-
lecer k-1 funções logit, contrastando cada
nível contra o nível base, conforme segue:
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Aplicando a função exponencial nos
dos lados da igualdade:
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Assim, um incremento de uma uni-
dade na variável xj causará um aumento

de ijβe  unidades na razão entre as proba-
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bilidades da observação x pertencer a clas-
se yi em relação à classe yk. Portanto, quan-
do xj aumenta em uma unidade, a classe yi

torna-se ijβe vezes mais provável que yk.

4 Aplicações
Nos itens subsequentes são apresenta-

dos dois exemplos de aplicação da regressão
logística politômica, enfatizando a utilização
prática e a interpretação dos modelos esti-
mados. Os bancos de dados utilizados foram
encontrados a partir do trabalho de
Aeberhard et al. (1994) que fez um compa-
rativo entre uma grande quantidade de mé-
todos de reconhecimento de padrões utili-
zando dados reais e simulados.

4.1 Reconhecimento de Vi-
nhos (Aplicação no 1)

O banco de dados Wine Recognition
Data encontra-se disponível na home page do
Departamento de Informação e Ciências da
Computação da Universidade da Califórnia
– Irvine e deve-se a Forina et al. (1988). Tra-
ta-se do resultado de uma análise química
realizada com vinhos provenientes de uma

mesma região da Itália, mas derivados de
três diferentes cultivares (y1, y2 y3) Um total
de 13 características de cada amostra de vi-
nho foi analisado. Os tamanhos amostrais
para os três diferentes tipos de cultivares são
59, 71 e 48, considerados suficientes para
estimativas confiáveis.

Por razões didáticas, apenas três vari-
áveis, dentre as 13 disponíveis, serão con-
sideradas no presente exemplo (x1: teor
alcoólico, x2: total de fenóis e x3: intensi-
dade da cor). A saída do software SPSS 10.0
é apresentada na Figura 2.

O teste da razão de verossimilhança
resultou altamente significativo
(Deviance=67,257) indicando que o mo-
delo estimado pode ser útil na discrimi-
nação dos três tipos de cultivares. Os va-
lores Pseudo R-Square são uma espécie de
coeficiente de determinação (R2), mas
com uma interpretação mais complexa,
entretanto segue a regra básica: quanto
maior, melhor é o ajuste do modelo. Den-
tre as três medidas apresentadas dá-se
preferência a de Nagelkerke, visto ser uma
medida no intervalo [0;1]. Nesse caso a
medida resultou 0,941, muito próxima do
valor máximo.

Figura 2 – Saída da regressão logística politômica no software SPSS 10.0 para o exemplo  do Reconhecimento de Vinhos

Model Fitting Information

386,630
67,257 319,372 6 ,000

Model
Intercept Only
Final

-2 Log
Likelihood Chi-Square df Sig.

Pseudo R-Square

,834
,941
,826

Cox and Snell
Nagelkerke
McFadden

Parameter Estimates

-29,539 15,974 3,419 1 ,064
1,558 1,255 1,541 1 ,214 4,749 ,406 55,566
7,757 1,909 16,515 1 ,000 2338,084 55,477 98538,407

-1,413 ,508 7,729 1 ,005 ,243 8,987E-02 ,659
33,421 14,621 5,225 1 ,022
-2,471 1,196 4,270 1 ,039 8,454E-02 8,116E-03 ,880
6,208 1,829 11,524 1 ,001 496,881 13,790 17903,238

-2,919 ,668 19,093 1 ,000 5,397E-02 1,457E-02 ,200

Intercept
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Intercept
ALCOHOL
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2

B Std. Error Wald df Sig. Exp(B) Lower Bound Upper Bound
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Exp(B)
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54 5 0 91,5%
3 65 3 91,5%
1 2 45 93,8%

32,6% 40,4% 27,0% 92,1%

Observed
1
2
3
Overall Percentage

1 2 3
Percent
Correct

Predicted
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As estimativas para os parâmetros do
modelo também são apresentadas na Figu-
ra 2. O número de parâmetros a ser esti-
mado é de (k-1)(p+1) parâmetros. No
exemplo há três classes e três variáveis
(k=p=3), o que leva a um total de oito
parâmetros. As duas funções logit estima-
das foram as seguintes:

  3211 413,1757,7558,1539,29 xxxxg 
(Cultivar Tipo 1)

  3212 919,2208,6471,2421,33  xxxxg 
(Cultivar Tipo 2).

O Cultivar Tipo 3 foi considerado

como base e, portanto,   03 xg . De acor-
do com o teste de Wald apenas dois
parâmetros estimados não resultaram sig-
nificativos ao nível de 5% (Sig.>0,05), en-
tretanto verifica-se que todas as variáveis
têm coeficientes significativos em pelo
menos uma das equações, o que constitui
uma situação altamente desejável. Geral-
mente não há interesse nos testes de hipó-
teses das constantes (bi0). A aplicação do
modelo é simples, sendo necessário inse-
rir os valores de x nas funções logit para
obtenção das probabilidades de pertencer
as classes:
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De acordo com o modelo estimado,
um vinho com graduação alcoólica de
12,0o, fenóis totais de 2,5 e intensidade da
cor de 6,0 – x´=[12,0 ; 2,5 ; 6,0] – teria as
seguintes probabilidades de classificação:

135,0)|( 1  xyYP

740,0)|( 2  xyYP

125,0)|( 3  xyYP .

Portanto, um vinho com tais caracte-
rísticas seria classificado como provenien-
te do Cultivar Tipo 2. A Figura 2 apresen-
ta a tabela de classificação utilizando to-
das as 178 observações do conjunto de
dados, onde percebe-se uma habilidade
satisfatória do modelo para classificação,
com taxa de acerto de 92,1%.

Ainda explorando a Figura 2, perce-
be-se a presença da coluna Exp(B) e seu
respectivo intervalo de confiança. Numa
rápida inspeção visual percebe-se que os
intervalos de confiança são muito amplos,
ocasionados pelos grandes erros-padrão
das estimativas. Por meio da interpretação
da coluna Exp(B) chega-se a interpretações
do tipo: a cada aumento de uma unidade
na graduação alcoólica, espera-se um au-
mento de 0,406 a 55,566 vezes na probabi-
lidade do vinho ser proveniente do Culti-
var Tipo 1 em relação à probabilidade do
vinho pertencer ao Cultivar Tipo 3.

4.2 As Íris de Fisher (Aplica-
ção no 2)

O banco de dados das Íris de Fisher
é, sem dúvida, um dos mais famosos con-
juntos de observações na área de classifi-
cação e discriminação e encontra-se dis-
ponível em diversas páginas da Internet.
Esse sucesso deve-se ao importante traba-
lho publicado por Fisher (1936) no qual a
análise discriminante foi abordada. Trata-
se de um caso onde há três espécies de flo-
res (y1: Íris Setosa, y2: Íris Versicolor e y3:
Íris  Virgínica) e quatro variáveis indepen-
dentes (x1: comprimento da sépala, x2: lar-
gura da sépala, x3: comprimento da péta-
la, x4: largura da pétala). O banco de da-
dos é composto de 150 observações, sen-
do 50 para cada tipo de flor. A saída do
software SPSS 10.0 para esse problema é
apresentada na Figura 3.
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O teste da razão de verossimilhança
resultou altamente significativo
(Deviance=11,899) indicando que pelo me-
nos uma das quatro características pode ser
utilizada para discriminação dos três tipos
de flores. O valor do coeficiente de deter-
minação de Nagelkerke foi praticamente
máximo: 0,99.

As estimativas para os dez parâmetros
do modelo também são apresentadas na Fi-
gura 3. Ocorreram problemas numéricos
devido a uma separação completa da classe

Íris Setosa, o que comprometeu a parte
inferencial do modelo (testes de
significância) provocando erros padrão vi-
sivelmente “inflados”. Também verificou-se
alta correlação entre as variáveis indepen-
dentes o que provoca aumento nos erros
padrões e prejudica o procedimento de es-
timação. Verifica-se que, apesar da ocorrên-
cia de tais problemas, as estimativas encon-
tradas continuam sendo úteis, como prova
a taxa de classificação correta de 98,7% apre-
sentada na tabela de classificação.

Figura 3 – Saída da regressão logística politômica no software SPSS 10.0 para o exemplo  Fisher Iris Data

Mode l Fitting Information

329,584
11,899 317 ,685 8 ,000
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-43,107 ,000 , 1 , 1,900E-19 1 ,9 00 E- 19 1,900 E-19
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2,465 2,394 1,060 1 ,3 03 11 ,7 66 ,108 1284,293
6,681 4,480 2,224 1 ,1 36 797,026 ,123 518 18 47,602

-9 ,4 29 4,737 3,962 1 ,0 47 8,033E-05 7 ,4 57 E- 09 ,865
-18,286 9,743 3,523 1 ,0 61 1,144E-08 5 ,8 28 E- 17 2,246
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Exp(B)
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Classification
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Observed
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Overall Perce ntage

Iris Setosa
I ris

Versico lour Iris Virginica
Percent
C orrect

Pre dicted

As duas funções logit estimadas foram
as seguintes:

  43211 1074352231474146701429130 x,x,x,x,,xg 
(Setosa)

  43212 2861842996816465263842 x,x,  x,  x,  ,xg 
(Versicolor).

Considerando uma observação x´=[4
; 3,5 ; 4 ; 2], obtém-se as seguintes proba-
bilidades:

01  )|yY(P x

83102 ,)|yY(P  x

16903 ,)|yY(P  x

nesse caso, uma flor com tais caracte-
rísticas seria classificada como Íris
Versicolor porque a maior probabilidade
está associada à classe y2.

5 Considerações finais
A regressão logística politômica con-

siste de uma poderosa ferramenta para
análise de variáveis qualitativas nominais,
apresentando algumas características bas-
tante interessantes e desejáveis em técni-
cas de modelagem estatística. A primeira
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característica refere-se ao fato da regressão
logística não fazer suposições sobre o com-
portamento probabilístico das variáveis in-
dependentes. A segunda consiste da pos-
sibilidade de estimação direta da probabi-
lidade de uma observação pertencer a de-
termina classe. Por fim, é possível testar a
significância de um grande número de va-
riáveis independentes e, assim, eleger as
variáveis que contribuem mais para a
separabilidade entre as classes.

Como em todas técnicas estatísticas,
também há problemas na regressão logística
politômica, conforme se pode observar no
item 4.2. Um dos principais problemas se
dá em casos de separabilidade completa
entre as classes, o que inviabiliza uma solu-
ção única nas equações de verossimilhan-
ça. Segundo Hosmer e Lemeshow (1989)
esse problema ocorre principalmente com
amostras pequenas acompanhadas de um
grande número de variáveis independentes,
sendo muito improvável haver separação
completa em modelos estimados a partir de
amostras substanciais. Uma forma simples
de identificar o problema é verificar se há
presença de erros padrão exageradamente
grandes nas estimativas. Outro problema
que ocorre freqüentemente é chamado de
colinearidade e se refere à presença de cor-
relação entre as variáveis independentes. A
colinearidade é facilmente identificada
numa matriz de correlação. Uma solução
eficiente para o problema é escolher ape-
nas uma variável quando houver um par
de variáveis altamente correlacionadas. A
presença de colinearidade também ocasio-
na erros-padrão grandes.

No item 4.2 os dois problemas men-
cionados foram identificados e, realmen-
te, os erros padrão das estimativas, especi-
almente para a classe Íris Setosa, foram
muito exagerados. Percebe-se que, mesmo
com a ocorrência dos problemas, o mode-
lo apresentou boa habilidade preditiva. Não
há como resolver o problema da
separabilidade completa entre as classes,
mas o problema da colinearidade seria fa-

cilmente resolvido com a exclusão de uma
ou duas variáveis. No item 4.1 tem-se um
exemplo “bem-comportado” onde não
ocorreram problemas e, portanto, toda
parte inferencial pode ser aproveitada.

Como última consideração, sugere-se
que a regressão logística seja utilizada sem-
pre que houver necessidade de entender
algum fenômeno onde a variável indepen-
dente é do nível nominal. No caso de ocor-
rência de problemas o pesquisador pode
optar por técnicas mais simples, caso não
haja como resolvê-los, porque a parte
inferencial será necessariamente sacrificada.
Se o interesse for único e exclusivamente
de discriminação entre classes, a amostra
pode ser dividida em duas partes: uma para
estimação e outra para validação. Mesmo
havendo problemas numéricos o modelo
pode ser respaldado pelos resultados da
amostra de validação.
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