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RESUMO

Neste trabalho apresentamos modelos matematicos para descrever a solubilidade de sais inorgénicos
em agua pura a partir de dados obtidos experimentalmente. A solubilidade dos sais brometo de potassio,
clorato de potassio e sulfato de sodio em agua pura em fungao da temperatura é abordada. A partir desses
dados, criamos modelos através de ajuste de curvas para representar os fenémenos observados.

Em um primeiro momento, introduzimos o conceito de solubilidade e apresentamos os dados
obtidos experimentalmente. Logo apds, abordamos modelos matematicos e ajustes de curvas. Fi-
nalmente, desenvolvemos os modelos matematicos para a solubilidade dos referidos sais.
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ABSTRACT

In this work, mathematical models obtained from experimental data are shown in order to
describe the solubility of inorganic salts in pure water. The water solubility of salts like potassium
bromide, potassium chlorate and sodium sulphate as function of the temperature were investigated.
From these data, mathematical models were developed using curves adjustment.

First, the solubility concept is introduced and the experimental data are shown. After that,
mathematical models and curves adjustment are discussed. Finally, mathematical models for the
reported salts are developed.

Key words: mathematical models, solubility, curves adjustment.
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despertou curiosidade sobre o assunto, €
compartilhou essa curiosidade com seus
colegas. Reunimos entao trés professores,
dois matematicos € uma quimica, a fim de
investigar o assunto. Decidimos por sele-
cionar alguns sais e obter dados de solubi-
lidade em funcao da temperatura destes a
partir de experimentos.

Apesar da motivagdo inicial para a re-
alizacao do trabalho ser particular, perce-
bemos que a abordagem do assunto, a prin-
cipio exclusivamente quimico, por um viés
matematico, poderia originar uma interes-
sante integragdo entre essas duas discipli-
nas € uma motivagao para trabalhos futu-
ros com o intuito de promover a
interdisciplinaridade. Nesse sentido, nos
apoiamos em Pires (2000) quando afirma
que a abordagem interdisciplinar traz pos-
sibilidades de enriquecimento por meio de
novos enfoques e perspectivas diferentes,
buscando caminhos alternativos. Também,
segundo Fazenda (2001), para que haja
interdisciplinaridade é necessario troca, in-
tercambio entre os saberes, em que cada
um traz para o grupo seu conhecimento,
interagindo com os demais.

O objetivo central deste trabalho é in-
vestigar a solubilidade de trés sais
inorganicos em agua pura, através da re-
presentagao por modelos matematicos.
Para atingir este objetivo, foram realiza-
dos experimentos a fim de observar a sa-
turacgao destas solucdes com a variagao da
temperatura e posteriormente, a busca de
modelos matematicos através de ajuste de
curvas.

Inicialmente apresentamos em linhas
gerais o que ¢ solubilidade, bem como os
dados obtidos experimentalmente. Logo
ap6s, definimos e classificamos modelos
matematicos e apresentamos uma breve ex-
planacéao sobre ajuste de curvas. Finalmen-
te, desenvolvemos os modelos matemati-
cos para a solubilidade em fungdo da tem-
peratura do brometo de potassio (KBr), do
clorato de potassio (KCIO,) e do sulfato
de sédio (Na,SO,) em dgua pura.
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2 Solubilidade

Segundo Brown, Le May Jr, Bursten
e Burdge (2005), solucdo é uma mistura
uniforme de atomos, ions ou moléculas
de duas ou mais substancias. Uma solu-
¢ao é composta de soluto e solvente. O
solvente geralmente encontra-se em mai-
or quantidade.

A saturacio de uma solucao ocorre
quando, a uma determinada temperatu-
ra e sob agitacdo continua, observa-se
que em determinado momento o soluto
nao se dissolve mais. O excesso de soluto
vai se depositando no fundo do recipi-
ente e a solucao é dita saturada com cor-
po de fundo. Assim, a quantidade de
soluto necessaria para formar uma solu-
¢ao saturada em certa quantidade de
solvente é conhecida como solubilidade
daquele soluto.

A solubilidade da maioria dos solutos
s6lidos na dgua aumenta a medida em que
a temperatura da solucao aumenta. Entre-
tanto existem excegdes a regra, como no
caso do Ce, (SO,),. Também o Na,SO, di-
minui sua solubilidade a partir de deter-
minada temperatura.

Na Tabela 1, apresentamos valores de
solubilidade, obtidos experimentalmente,
para alguns sais inorganicos em 100 ml de

agua pura.

Tabelal: Solubilidade de sais dados em gramas por
100 ml de dgua pura.

TEMPERATURA (°C) | KBr | KCIO; | Na,SO,
0 56 4 9
10 60,5 5 11
20 64,3 8,3 19
30 70 10 38
40 74,5 | 14,5 47
50 80 19 45
60 84,3 22 44
70 90,5 | 30,2 43
80 94,2 | 38,3 42,3
90 101 47,5 41,6
100 105,3 59 41
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3 Modelos matematicos

Bassanezi (2002) define como mo-
delo matematico um conjunto de simbo-
los e relagdes matemadticas que represen-
tam de alguma forma um objeto estuda-
do. O autor salienta a importancia da
utilizacdo de uma linguagem concisa na
formulagdo do modelo, expressando as
idéias de maneira clara e sem ambigiii-
dades. J4 Bender (2000) define modelo
matematico como uma constru¢io ma-
tematica abstrata e simplificada relacio-
nada a uma parte da realidade e criada
para um proposito particular.

Segundo Bassanezi (2002), os mode-
los podem ser formulados de acordo com
a natureza dos fenéomenos analisados e
classificados de acordo com o tipo de ma-
tematica utilizada. O autor apresenta as
seguintes classificagoes:

a) Modelo linear ou nio linear: confor-
me as caracteristicas de suas equagoes
béasicas;

b) Modelo estitico ou dinimico: o mo-
delo € dito estatico se representa a for-
ma ou descri¢do de um objeto e dina-
mico se representa as variagoes de es-
tagio de um fendmeno;

¢) Modelo educacional ou aplicativo: o
primeiro caso ocorre quando o modelo
é baseado em um namero pequeno de
suposi¢oes simples ndo representan-
do, em geral, a realidade com o grau
de fidelidade adequada para fazer pre-
visdes, entretanto sua grande utilida-
de é no fornecimento de idéias e aqui-
sicdo de experiéncia; ja o modelo
aplicativo é aquele que envolve um
grande nimero de interrelagoes de va-
riaveis, fornecendo em geral sistemas
de equagbes com numerosos
parametros. Tais modelos sdo tratados,
via de regra, por estratégias
computacionais.
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4 Regressao ou ajuste de
curvas

Segundo Bassanezi (2002), o termo
regressao surgiu no século XIX, utilizado
por Sir Francis Galton que estudou a rela-
¢ao entre altura de pais e filhos, observan-
do um decréscimo nos valores de altura
encontrados para as duas geracoes. Ele
considerou esta tendéncia como sendo
uma regressio genética e, por isso, chamou
este fato de “regressio”.

Uma regressao ou ajuste de curvas é
um recurso utilizado para representar a
tendéncia de uma variavel y em funcao de
outra variavel x. Tal curva de tendéncia
pode ser util em diversas situagbes, con-
tribuindo inclusive para se fazer previsoes
quando aliada a outros conhecimentos,
como € o caso do Método de Ford-Walford.

Existem diversos tipos de ajustes,
dentre estes os mais conhecidos sdo: ajus-
te linear, ajuste polinomial, ajuste linear
dos modelos hiperbélico, exponencial, ge-
ométrico, Michaelis-Menten e logistico. O
software Microsoft Excel é bastante popu-
lar e pode ser um aliado na determinagao
destas curvas de regressdo, embora seja
necessaria cautela na sua utilizagio pois,
Rilho e Sant’Ana (2005) constataram que
este software apresenta falhas na determi-
nagao de curvas de tendéncia decorrentes
de ajustes polinomiais.

Um ajuste linear tem a forma

y(x) =ax+b, onde os coeficientes a e p

sao calculados a partir do sistema gerado pelo
Método dos Minimos Quadrados. Um mo-

. ax
delo exponencial tem a forma y(x) =be™,
onde os coeficientes g e p sao calculados

aplicando-se a mudanga de variavel z =1n y

e um ajuste linear. O modelo logistico parte
do pressuposto de um valor assintético co-
nhecido e tem sua expressio dada por

a
J’(x):—_/bc em caso crescente e
b +1

e
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y(x) = be™™ + a, no caso decrescente, onde

os coeficientes a,p e 1, e siao calculados

ap6s a mudanca de variavel

s v/a

e posterior ajuste linear; no

1-y/a

caso crescente e z = In(y — y*), no caso de-

crescente.

Uma questio importante para os ajus-
tes é a correlacao, de acordo com Milone
(2004) uma medida do grau de ajustamen-
to entre as variaveis. O coeficiente de cor-

7

relacdo é calculado da seguinte forma:

N2
D Vest =)
z(y _;)2 , sendo V, os valo-

res observados experimentalmente e y sua

média, e y, osvalores estimados pela re-

gressao. Observamos que quanto mais proé-
ximo dos valores 1 ou -1 estiver o coefici-
ente de correlacdo, melhor serd a regres-
sao obtida e, quanto mais préximo de zero
for este indice, pior € a regressao.

5 Modelos matematicos
para a solubilidade

Neste trabalho, apresentamos mode-
los que representam matematicamente a
solubilidade dos sais brometo de potassio
(KBr), clorato de potassio (KCIO,) e sulfa-
to de s6dio (Na,SO,) em dgua.

Os modelos apresentados se caracte-
rizam, de acordo com Bassanezi (2002),
como dinamicos pois apresentam as varia-
¢oes da solubilidade dos referidos sais de
acordo com a temperatura da solu¢ao. Dois
dos modelos sdo nao lineares, os que re-
presentam a solubilidade do clorato de
potassio e do sulfato de sédio, ja a solubili-
dade do brometo de potassio é representa-
da por um modelo linear. Tais modelos
também podem ser incluidos na categoria

20

de modelos educacionais pois sdo basea-
dos em suposi¢des simples, embora apre-
sentem um grau de fidelidade satisfatério.
Além disso sdo propicios ao desenvolvi-
mento de projetos interdisciplinares, con-
gregando Matematica e Quimica.

5.1 Solubilidade do brometo
de potassio
Iniciamos com a investigagdo de um
modelo para a solubilidade do brometo de
potassio. Os dados de observag¢io nos for-
necem a tabela 2 de solubilidade por tem-
peratura:

Tabela 2: Solubilidade de KBr dados em gramas por
100 ml de dgua pura.

TEMPERATURA (°C) Solubilidade KBr
0 56
10 60,5
20 64,3
30 70
40 74,5
50 80
60 84,3
70 90,5
80 94,2
90 101
100 105,3

Observamos que a solubilidade parece
variar linearmente com a temperatura, o
que pode ser melhor visualizado represen-
tando estes dados por um gréfico, figura 1.

120,0 -
100,0 A
80,0 -
60,0 1

40,0 4

Solubilidade KBr (g)

20,0 -

0 20 40 60 80 100 120
Temperatura (oC)

Figura 1: Representagdo grdfica da solubilidade de KBr.
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Claramente a regressao linear é a mais
indicada para esta situacao. Através deste
ajuste, obtemos a equacao da reta

v =0,4991x + 55,1 para a representacao
desta solubilidade, com indice de correla-

¢ao igual a 0,9992, o que indica um exce-
lente resultado no ajuste.

5.2 Solubilidade do clorato de
potassio
Passamos agora, a busca de um mo-
delo que represente a solubilidade do
clorato de potéassio em 100 ml de 4dgua a
partir dos dados experimentais represen-
tados na tabela 3.

Tabela 3: Solubilidade de KCIO, dados em gramas
por100 ml de dgua pura.

Observamos que a curva acima tem o
formato assemelhado a uma exponencial,
o que sugere que tal ajuste seja o mais in-
dicado para esta situacao. De fato, realizan-
do o ajuste linear do modelo exponencial
obtemos a representac¢do desta solubilida-

de através da funcio y =4,392607027x,

com x representando a temperatura e y,
a solubilidade. Ao calcularmos o indice de
correlacao deste ajuste, obtemos 0,9951,
novamente bastante satisfatorio.

5.3 Solubilidade do sulfato de
sodio
Finalmente, consideramos o sulfato
de sodio cujos dados experimentais estdo
representados na tabela 4.

Representamos os dados acima em um
grafico, figura 2.

70,0 -
60,0 - A
50,0 -
40,0 -
30,0 -
20,0 -
10,0

Solubilidade KCIO3 (g)

0 20 40 60 80 100 120
Temperatura (oC)

Figura 2: Grdfico vepresentando a solubilidade de KCIO,
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Temperatura (°C) Solubilidade KCIO3 Tabela 4: Solubilidade de Na, SO, dados em gramas
0 4.0 porl00 ml de dgua pura.
10 5.0 Temperatura (°C) Solubilidade Na,SO,
20 8,3 0 °
30 10,0 10 1
40 14,5 20 19
50 19,0 30 38
60 22,0 40 47
70 30,2 50 45
80 38,3 60 44
90 47,5 70 43
100 59,0 80 42,3
90 41,6
100 X

Representamos graficamente aos da-
dos acima, obtemos a figura 3.
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0 50 100 150
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Figura 3: Grdfico da solubilidade de Na,SO,
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Observando a representa¢ao grafica des-
tes dados, conforme a figura 3, é possivel su-
por que a melhor forma de ajustar tais dados
¢ dividindo em duas partes, obtendo um
modelo logistico crescente para a temperatu-
ra até 40 °C e um modelo logistico decrescen-
te para temperatura maior que 40 °C.

Fazemos entdo o ajuste linear do mo-
delo logistico crescente, isto ¢é,
y(x) =

x com as variaveis x para
be ™ +1’ P

a temperatura e ) para asolubilidade, con-

siderando que a inflexdo ocorre em um
ponto de solubilidade igual a 45,8 g, ou

seja, y*/2=45,8, assim, y*=91,6. Utili-
zamos os dados representados na tabela 5.

Tabela 5: Dados da solubilidade de Na,SO, com
temperatura até 30 °C.

Temperatura (°C) Solubilidade Na,SO,
0 9
10 1
20 19
30 38

Considerando, de acordo com o mo-
delo adotado, a = y*=91,6, fazemos a

s v/a
1-y/a

b

mudanga de variavel

obtendo entao uma variavel auxiliar 7 e

a
transformando Y(¥) =— % . emuma
e ™ +1

equacdo de primeiro grau em x € z,
z = Ax —Inb. Anexamos os valores calcu-

lados para esta variavel auxiliar nos dados
experimentais, obtendo a tabela 6.

Tabela 6: Solubilidade de Na,SO, com temperatura até
30 °C, anexando a varidvel auxiliar.

X y z
(] 9 -2,16785103
10 11 -1,99160338
20 19 -1,34052594
30 38 -0,34396291

Através de um ajuste linear, obtemos
que z=0,0612x-2,3794, isto &,
A=00612 e p=e>"* =10,7984, ou

seja, a curva de solubilidade para tempe-
ratura menor que 40 °C é representada por

91,6
y= o _
10,7984 ¢ 0-0612x | - O indice de cor

relacao deste ajuste € 0,9577, ou seja, um
valor satisfatério.

Obtemos agora o modelo decrescen-
te para temperatura a partir de 40° C, uti-
lizando os dados da tabela 7.

Tabela 7: Dados da solubilidade de Na,SO, com
temperatura de 40 °C até 90'C.

Temperatura (°C) Solubilidade Na,SO4
40 47
50 45
60 44
70 43
80 42,3
90 41,6

Neste caso, partimos da hipoétese
y(x) = be™ + a, novamente com as vari-

aveis x para a temperatura € ) para a so-
lubilidade, pressupondo a existéncia de um

valor assintético y* =41 e fazendo a mu-
danga de variavel z =In(y — y*). Assim,
transformamos  y(x)=be ™ +a em

7z =—JAx + In b . Anexamos os valores calcu-
lados para esta variavel auxiliar nos dados
experimentais, obtendo a tabela 8.

Tabela 8: Solubilidade de Na,SO, com temperatura de
30 °C a 90'C, anexando a varidvel auxiliar.

X y z
40 47 1,791759469
50 45 1,386294364
60 44 1,098612289
70 43 0,693147181
80 42,3 0,262364265
90 41,6 -0,51082562
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Através de um ajuste linear, obtemos

que z=-0,0437x+3,6265, isto ¢
2=0,0437 e p=e>0%6° =37.5810. As-

sim,  =41+37,5810e *%37*. O indice

de correlagao deste ajuste é igual a—0,9862,
considerado satisfatorio.

Desta forma, representamos a solubi-
lidade do sulfato de sédio em func¢ao da
temperatura como:

91,6
y(x)= 10,7984 ¢~0-0612x 4 |
41+37,5810e 0087x 40 < x

, 0<x<40

Representamos esta fungao no grafi-
co mostrado na figura 4.

40

304

20 s

0 20 40 B0 a0 100

Figura 4: Grdfico da curva de solubilidade de Na,SO,
obtida por ajuste.

Para finalizar, representamos as cur-
vas de solubilidade dos trés sais em um
mesmo sistema de eixos, a fim de enfatizar
a diferenca de comportamento destas,
como mostra a figura 5.

KBr

100
0

Solubilidade KCIO;,
(g por 100 ml) &0

404 NazSO4
20

0 2 40 &0 50 100

Temperatura (°C)

Figura 5: Grdfico das curvas de solubilidade
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6 Consideracodes finais

Modelos educacionais como os apre-
sentados neste trabalho podem ser em-
pregados tanto em Matematica quanto
Quimica, ou ainda podem ser
construidos com os alunos em sala de
aula, a fim de favorecer a comunicagio
entre estas duas disciplinas. Com certe-
za, o aluno que tenha um interesse pela
area de Quimica se motivara pelo estudo
da Matematica a partir de fendmenos
quimicos e vice-versa. Além disso a ma-
tematica é fundamental no entendimen-
to dos modelos fisicos e quimicos, bem
como na determinagio e delineamento
destes modelos.

Ainda convém observar que o racio-
cinio empregado para a construgdo destes
modelos se presta para outras situagdes de
origens diversas, podendo ser empregado
em situagdes de cooperacdo com outras
disciplinas.
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