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RESUMO

Apresentamos alguns resultados da pesquisa sobre as concepcdes e ideias que possibilitaram
o desenvolvimento dos diferentes sistemas vetoriais e a relagdo com possiveis organizagdes
praxeoldgicas encontradas nos processos de ensino e de aprendizagem de Geometria Analitica e
Algebra Linear no Brasil. A metodologia empregada é a da pesquisa bibliografica. Esse estudo
proporcionou identificar as dificuldades na introducéo desses sistemas, em particular a de torna-
los ferramentas eficazes para a resolucéo de problemas de Fisica e das outras ciéncias, bem como
mostrar a falta de articulagéo entre a abordagem desenvolvida no Ensino Médio e os conhecimentos
retrospectivos esperados dos estudantes do Ensino Superior.
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Conceptions and ideas on different vector systems and the teaching
and learning of Analytical Geometry and Linear Algebra in Brazil

ABSTRACT

We present some results of a research on the ideas and concepts that have enabled the
development of the different vector systems and the relationship with possible praxeological
organizations found in the processes of teaching and learning Analytical Geometry and Linear
Algebra in Brazil. The methodology used is that of bibliographical research. This study enabled
the identification of the difficulties in the introduction of such systems, especially in making them
effective tools for solving problems in Physics and other sciences, as well as to show the lack of
articulation between the approach followed in High School and the knowledge expected of students
in Higher Education.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados da pesquisa sobre as concepcdes e
ideias que possibilitaram o desenvolvimento dos diferentes sistemas vetoriais e a relagdo
com possiveis organizages praxeologicas encontrada nos processos de ensino e de
aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Linear nos Ensinos Médio e Superior
brasileiros.

O estudo do desenvolvimento dos sistemas vetoriais é centrado no trabalho de Crowe
(1967) e as organizagdes praxeoldgicas consideradas séo resultados das pesquisas sobre
a transicao entre o Ensino Médio e o Ensino Superior desenvolvidas por: Faro (2010),
que analisa as dificuldades apresentadas pelos estudantes nessa transicéo e propde uma
reflexdo sobre quais conhecimentos séo a base para o desenvolvimento dos conceitos e
nogdes de Geometria Analitica e Algebra Linear no Ensino Superior; Simido (2010), que
investiga os conhecimentos sobre matrizes desenvolvidos no Ensino Médio; e Jammal
(2011), que analisa como as nocdes de ponto e reta no plano desenvolvidas no Ensino
Meédio sao articuladas com essas mesmas nog¢des no Ensino Superior.

Os referenciais tedricos da pesquisa sdo a Teoria Antropoldgica do Didéatico de
Chevallard (1992, 1994, 1998, 2007, 2002) e Bosch e Chevallard (1999), a nocéo de
quadro e mudanca de quadros de Douady (1984; 1992), as no¢des de pontos de vista
cartesiano e paramétrico em Algebra Linear definidas em Dias (1998), a nogéo de niveis
de conhecimentos esperados dos estudantes, conforme definicdo de Robert (1998), isto é,
seguem os referenciais utilizados nas pesquisas didaticas de Faro (2010), Simiéo (2010)
e Jammal (2011).

Dessa forma, 0 objetivo desta pesquisa € identificar elementos para a construgao
de novas propostas de agéo didatica para as disciplinas de Geometria Analitica e Algebra
Linear nos Ensinos Médio e Superior no Brasil. Para tanto, cruzamos os resultados da
analise historica, que foi realizada por meio do trabalho de Crowe (1967), e da andlise
didética, efetuada por meio dos resultados das pesquisas de Faro (2010), Simido (2010)
e Jammal (2011). Esses estudos buscam encontrar as possiveis articulagdes entre 0s
conhecimentos desenvolvidos nas etapas escolares que antecedem o Ensino Superior
e mostrar que as dificuldades dos estudantes nem sempre correspondem a falta de
conhecimentos prévios, mas que eles possuem conhecimentos que ndo correspondem as
expectativas institucionais e dos professores, necessitando uma revisitagdo que caracterize
seu papel de ferramenta para a introdugdo de novos conhecimentos.

REFERENCIAL TEORICO

Os referenciais tedricos da pesquisa sdo a Teoria Antropoldgica do Didatico
de Chevallard (1992, 1994, 1998, 2007, 2002) e Bosch e Chevallard (1999), a nogdo
de quadro e mudanca de quadros de Douady (1984, 1992), a nocdo de niveis de
conhecimentos esperados dos estudantes de Robert (1998) e as no¢des de pontos de vista
cartesiano e paramétrico em Algebra Linear definidas em Dias (1998). A opcao por esse
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referencial estd associada a possibilidade de construcdo de uma grade de andlise que segue
o modelo de Dias (1998) e que permite identificar tanto as expectativas institucionais para
o0 desenvolvimento de um determinado conceito, como as relagdes pessoais esperadas e
reais dos estudantes que se submetem a essas relagdes institucionais.

Assim, em relacdo a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), utilizamos, mais
particularmente, as no¢Bes de relacdes institucionais e pessoais, praxeologia, ostensivos
e ndo ostensivos, para as quais apresentamos brevemente a definicéo.

Apartir das nog¢des fundamentais objeto (0), pessoa (X) e instituigdo (1), Chevallard
(1992) define relacdo pessoal e relagdo institucional ao objeto o, ou seja, a relacéo pessoal
aum objeto o é reconhecida quando um objeto o existe para uma pessoa X, diremos assim
que x conhece 0, a relacéo R(x, 0) especificando a maneira que x conhece 0. Da mesma
forma, a relacdo institucional a um objeto o é adotada quando um objeto o existe para
uma instituicéo I, a relagdo R(l, 0) especificando a maneira que o objeto o existe para I.

Chevallard (1998, 2002) introduz a nogdo de praxeologia, partindo da premissa
bésica da TAD, a qual aceita que toda atividade regular humana pode ser entendida por
meio de um modelo Unico denominado praxeologia.

Uma praxeologia relativa a um tipo de tarefa é constituida de um bloco pratico
técnico [tipo de tarefa, técnica] e de um bloco tecnolégico-teorico [tecnologia, teoria). O
bloco tecnoldgico-tedrico é, normalmente, identificado com um saber e o bloco técnico
com um saber fazer. Uma das funcdes da tecnologia é de explicar, esclarecer a técnica,
e a teoria € a tecnologia da tecnologia, isto é, ela deve explicar, esclarecer a tecnologia.

O autor ressalta ainda que existem objetos que possibilitam a execucéo das técnicas;
esses objetos sdo denominados por Chevallard (1994) de ostensivos e ndo ostensivos.

Os ostensivos sdo 0s objetos que tém para nds uma forma material, sensivel.
Exemplos: um objeto material (uma caneta, um compasso etc.); 0s gestos ou ostensivos
gestuais, as palavras, e, mais genericamente, o discurso ou ostensivos discursivos, 0s
esquemas, desenhos, grafismos ou ostensivos graficos e as escritas e formalismos ou
ostensivos escriturais.

Ao contrario dos objetos ostensivos, 0s objetos ndo ostensivos, que denominamos
usualmente de noc¢des, conceitos, ideias etc., ndo podem ser manipulados, eles s6 podem
ser evocados por meio da manipulacdo dos ostensivos associados. Chevallard (1994)
observa ainda que existe uma dialética necessaria entre ostensivos e ndo ostensivos,
pois os ostensivos sao manipulados por meio de regras, cuja distingdo € feita pelos nao
ostensivos, enquanto 0s ndo ostensivos sdo evocados por meio da manipulacdo dos
ostensivos.

Além da TAD, consideramos as nogdes de quadro e mudanca de quadro introduzidas
por Douady (1984,1992). Segundo a autora, um quadro é constituido de objetos de um
ramo das matematicas, das relagdes entre os objetos, de suas formulacdes eventualmente
diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos e essas relacdes. Essas imagens
tém um papel essencial e funcionam como ferramentas dos objetos do quadro. Na nossa
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pesquisa, identificamos os quadros: da geometria afim euclidiana, dos sistemas de
equacdes lineares, das matrizes e da Algebra Linear.

Assim, nos parece importante entender o que é cada um desses quadros, 0 que esta
relacionado com seu funcionamento a partir de sua introducéo. 1sso nos conduz a observar
que o quadro da geometria afim euclidiana ndo é tratado como uma teoria axiomatica dos
espacos afins euclidianos, mas sim da geometria das retas e dos planos que séo trabalhados
desde o Ensino Médio e que possibilitam, por exemplo, ilustrar graficamente propriedades
quando do estudo da Algebra Linear, em particular, no estudo dos espagos vetoriais de
dimensdo finita superior a trés.

O quadro dos sistemas de equagdes lineares servird como ferramenta para outras
disciplinas do Ensino Superior, em particular, para o estudo da Geometria Analitica e
da Algebra Linear.

O quadro das matrizes também serve de ferramenta para o desenvolvimento da
Geometria Analitica e da Algebra Linear. Mesmo tendo uma existéncia autbnoma, pois
cada conjunto M__ (K) tem estrutura de espago vetorial, e se m igual a n, M (K) tem
estrutura de Algebra.

O quadro da Algebra Linear torna possivel interpretar, formalizar, unificar e
generalizar propriedades associadas aos estudos ja desenvolvidos nos quadros definidos
acima.

Isso conduz a considerar as mudancas de quadro que, segundo Douady (1984;
1992) séo atividades constantes no trabalho dos mateméticos e correspondem a meios
de obter formulagdes diferentes de um problema as quais, sem serem necessariamente
equivalentes, permitem um novo acesso as dificuldades encontradas para fazer funcionar
ferramentas e técnicas que ndo se impunham na primeira formulacéo.

Como exemplo, podemos considerar a discussdo do sistema a partir do tipo de
configuracdo encontrada apds a aplicacao do método de Gauss, o que favorece relacionar
0 posto do sistema, 0 nimero de equacdes e 0 nimero de incognitas para determinar o
tipo de sistema, controlar o nimero de parametros necessarios para descrever o conjunto
de solucbes e determinar as equacdes que representam as condigdes para que o sistema
tenha solucéo.

Esse estudo no quadro dos sistemas lineares pode ser articulado com o quadro da
Algebra Linear, pois, de um lado, os sistemas lineares podem funcionar somente como
ferramenta em relacio ao quadro da Algebra Linear, contudo, por outro lado, o quadro
dos sistemas lineares pode servir de instrumento de prova, uma vez que as diferentes
formas encontradas ap6s a aplicacdo do método de Gauss podem ser vistas como um
meio para demonstrar resultados gerais de Algebra Linear.

Em fungdo das possibilidades de trabalho com os sistemas lineares para auxiliar
na interpretacéo de propriedades, quando do estudo dos espagos vetoriais de dimenséo
finita em Algebra Linear, consideramos ainda as noges de pontos de vista cartesiano e
paramétrico, conforme defini¢do de Dias (1998), ou seja, para um subespago dado, diremos
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que adotamos um ponto de vista paramétrico, quando concebemos este subespago como
subespago gerado por um conjunto de vetores e um ponto de vista cartesiano, quando
concebemos este subespaco como o conjunto de vetores solugdes de uma equacao ou de
um sistema de equacdes lineares.

Finalmente, ainda como ferramenta de andlise didatica, consideramos a no¢&o de
niveis de conhecimento esperados dos estudantes, segundo definicdo de Robert (1998), que
corresponde & identificacdo das possibilidades de desenvolvimento de uma determinada
tarefa pelos estudantes em fungéo do nivel de conceitualizagao que 0s conceitos e nogoes
matematicos foram desenvolvidos.

Robert (1997) define nivel de conceitualizagdo como uma prateleira em um campo
conceitual de conhecimentos matematicos, correspondendo a uma organizagdo coerente
de uma parte do campo, caracterizada pelos objetos matematicos apresentados de uma
determinada maneira, dos teoremas sobre esses objetos, dos métodos associados a esses
teoremas e dos problemas que os estudantes podem resolver com os teoremas do nivel
considerado e utilizando esses métodos. Assim, muitas nogdes matematicas podem ser
abordadas em varios niveis de conceituacéo, sempre parcialmente encaixados.

Dessa forma, para as diferentes etapas escolares, sabemos que um mesmo conceito
ou nogdo matematica é desenvolvido em diferentes niveis, dependendo dos conhecimentos
retrospectivos dos estudantes.

Ao considerar um determinado nivel de conceitualizacdo para identificar e trabalhar
sobre o conhecimento esperado dos estudantes, podemos utilizar as categorias propostas
por Robert (1998), que apresentamos na sequéncia.

O nivel técnico corresponde a um trabalho isolado, local e concreto, satisfazendo
preferencialmente a utilizacdo das ferramentas e defini¢des na resolucdo de uma
determinada tarefa. O exemplo da figura 1 representa uma tarefa na qual o nivel esperado
é o técnico.

FIGURA 1 — Exemplo de nivel de conhecimento técnico.

8. Resolva cada um dos seguintes sistemas por eliminacio de Gauss-Jordam.

5 5 3%: + 2 - x = 15
2, — 3x, = -2 i . .
@ 2 1 ®) 5y, + 3x + 2% = 0
a) =X, T Xa =
o - 3 + x + 3% = 11
3Iq + 2x, = 1 R
—6.'(1 — -1."[: T 21'3 = 30

Fonte: Anton e Rorres (2001, p.38).

O nivel mobilizavel corresponde a um inicio de justaposicdo de saberes de certo
dominio, podendo até corresponder a uma organizagdo. O que se questiona é explicitamente
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pedido. No exemplo da figura 2, é pedido explicitamente que se resolva o sistema dado e
que se estudem as possibilidades de solucdo em funcéo do parametro.

FIGURA 2 — Exemplo de nivel de conhecimento mobilizavel.

22. Para que valor(es) de % o sistema de equacdes
(-3 xtvy=0
x+(i-3)yv=0

tem solucdes nio triviais?

Fonte: Anton e Rorres (2001, p.39).

O nivel disponivel equivale a responder corretamente o que é proposto sem
indicagdes. Esse nivel de conhecimento esta associado a familiaridade, ao conhecimento
de situagdes de referéncia variadas. No exemplo da figura 3, para julgar se a afirmagao
dada é sempre verdadeira, ou as vezes falsa, € necessario conhecer em que circunstancias
0 sistema possui pelo menos uma solugdo ou ndo possui solugéo, conhecimento que
permite justificar a resposta com argumento I6gico.

FIGURA 3 — Exemplo de nivel de conhecimento disponivel.

32. Decida se a afirmacdo dada e sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua
resposta, dando um argumento légico ou um contraexemplo.

(a) Um sistema linear de trés equacdes em cinco incégnitas é consistente.

(b) Um sistema linear de cinco equagdes em trés incégnitas nio pode ser consistente.

(c) Se um sistema linear de n equacoes em n incognitas tiver n entradas lider na forma
escalonada reduzida por linhas de sua matriz aumentada, entio o sistema terd exatamente
uma solucdo.

(d) Se um sistema linear de n equacdes em n incognitas tiver duas equacdes que sdo
muiltiplos uma da outra, entdo o sistema sera inconsistente.

Fonte: Anton e Rorres (2001, p.41).

E importante observar que ndo existe uma hierarquia entre esses niveis e que 0s
trés niveis podem funcionar ao mesmo tempo em uma tarefa.

Apds a apresentacéo do referencial tedrico da didatica da Matematica, passamos &
exposicéo do trabalho de Crowe (1967).

Segundo Crowe (1967), a evolucéo dos sistemas vetoriais se organiza a partir do
conceito de paralelogramo de forcas e velocidade, da descricéo e analise da geometria de
posicdo de Leibniz, do conceito de representacdo geométrica de um nimero complexo
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por meio da descri¢do e estudos de matematicos como Wessel, Gauss, Argand, Buée,
Mourey, Warren com destaque para o trabalho de Argand, da apresentacdo da descoberta
dos quaternions por Hamilton, para finalmente mostrar a existéncia de outros sistemas
vetoriais, como o calculo do baricentro de Mdbius, o célculo das equipoléncias de
Bellavitis e o calculo das extensfes de Grassman.

Assim, a descricdo e discussdo da evolucdo dos sistemas vetoriais por meio
desses trabalhos possibilita a Crowe mostrar as condiges e restri¢des sofridas para o
desenvolvimento desses sistemas no decorrer do tempo.

A seguir apresentamos a metodologia utilizada no desenvolvimento dessa parte
da pesquisa.

METODOLOGIA

Avrticulando referencial tedrico e objetivos, a metodologia utilizada é a da pesquisa
bibliogréfica, com posterior cruzamento dos resultados do estudo histérico efetuado por
meio do trabalho de Crowe (1967) e das analises didaticas feitas por meio dos trabalhos
de Faro (2010), Simido (2010) e Jammal (2011).

Apos a escolha do material acima, efetuamos a leitura, analise, interpretacéo e
comparagao das pesquisas acima para a identificagdo de novas propostas didaticas para
o desenvolvimento das disciplinas de Geometria Analitica e Algebra Linear nos Ensinos
Meédio e Superior no Brasil.

RESULTADOS

O estudo bibliogréafico possibilitou identificar, nas duas concepcdes consideradas
por Crowe (1967), as possibilidades de mudancas para o funcionamento dos processos de
ensino e de aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Linear nos Ensinos Médio
e Superior brasileiro.

Observamos que a primeira concepcédo de Crowe (1967), que trata da historia da
analise vetorial como o estudo de um sistema de abreviagdes criado para identificar os
problemas que ja podiam ser resolvidos pelo método cartesiano e para os quais é possivel
aplicar o método vetorial, pode ser vista como a passagem do ponto de vista cartesiano
para o ponto de vista paramétrico, conforme definicdo de Dias (1998) e nos conduz a
questionar sobre o trabalho desenvolvido nos processos de ensino e de aprendizagem
de Geometria Analitica no Brasil, que propde o estudo dessa disciplina utilizando as
equacdes e os vetores ja no Ensino Médio, mas que na realidade sé trabalha com as
equaces no plano, deixando a articulacdo equagdo/vetor para o Ensino Superior, como
aponta o trabalho de Jammal (2011).

Asegunda concepcéo corresponde a considerar a historia da andlise vetorial como a
possibilidade de conceber os objetos como pertencentes a Fisica ou a Geometria. No caso
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brasileiro, notamos que o objeto vetor € introduzido pea primeira vez como ferramenta
para resolver problemas de Fisica, no Ensino Médio.

Ressaltamos aqui que a nocdo de vetor, enquanto objeto matematico para auxiliar
na resolucéo de problemas de Fisica e Geometria, S0 seré introduzida no Ensino Superior
brasileiro para os cursos de Ciéncias exatas.

Observamos um ponto importante de acéo em relagdo ao Ensino Médio, no qual o
estudo de vetores é desenvolvido apenas na disciplina de Fisica, quando do estudo dos
movimentos, em geral no primeiro ano. Nossa proposta é de se desenvolver um trabalho
articulado de forma que, ao se introduzir a Geometria Analitica no terceiro ano do Ensino
Meédio, se resgatem os conhecimentos retrospectivos dos estudantes desenvolvidos em
Fisica, de modo a articuld-los com 0s novos conhecimentos matematicos sobre a nogéo de
vetores e que este trabalho matematico seja desenvolvido para o plano e para o espago.

\oltando ao desenvolvimento histérico, segundo a evolugdo proposta por Crowe
(1967), ja no século XVII, os gregos utilizavam a abordagem geométrica para resolver
os problemas de Fisica e as entidades fisicas passavam por uma transformacéao, que
consistia na mudanca de configuragcdo, mas € somente no século XIX que a abordagem
geométrica e as novas representacdes das entidades fisicas convergem para a criacéo e
desenvolvimento de métodos vetoriais com a criacdo do primeiro sistema vetorial de
dimens&o superior a trés em 1840.

Ainda conforme Crowe (1967), o paralelogramo de forcas e velocidades, o conceito
de geometria de posicao de Leibniz e o conceito de representacéo geométrica de nimeros
imaginarios sdo as trés ideias que possibilitaram a construcdo do sistema vetorial de
dimens&o superior a trés.

Crowe (1967) esclarece que o efeito da ideia de paralelogramo é indireto, o que o torna
o principal e primeiro caso evidente de um método vetorial que traz uma ajuda a Fisica.

A Geometria de posigdo de Leibiniz do século XVII (1679), publicada apenas
no século X1X (1833), propde uma nova algebra, em que as entidades geométricas séo
representadas simbolicamente e esses simbolos podem ser submetidos a uma operagéo
direta, congruéncia de conjunto de pontos, podendo ser considerada como o primeiro
sistema a admitir a utilizacdo das coordenadas.

O conceito de representacdo geométrica de nimeros imaginarios, além de ser um
sistema vetorial, conduz Hamilton a descobrir os Quaternions.

De acordo com Crowe (1967), podemos associar Hamilton ao desenvolvimento da
Fisica Moderna. Crowe acrescenta ainda que podemos atribuir a Hamilton a defini¢do dos
pares ordenados e as possiveis operacdes entre eles. Além disso, segundo Crowe, Hamilton
compreendeu a natureza e a importancia das leis associativa, comutativa e distributiva,
e verificou também quais as propriedades que se preservam para o produto escalar e
vetorial. Ainda conforme Crowe (1967), o estudo dos Quaternions e sua comparagéo com
os vetores (produto escalar e vetorial) auxiliaram na simplificacdo dos vetores modernos.
Assim, infere-se que foi Hamilton quem introduziu os termos escalar e vetor.
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Da anélise didética, observamos que, consoante o estudo de Faro (2010), a nogao
de sistemas de equagdes lineares ¢ articulada com conhecimentos de Geometria Analitica
apenas para 0s sistemas 2x2; os sistemas 3x3 sdo deixados para serem trabalhados no
Ensino Superior. No Ensino Superior, as representages paramétricas e cartesianas de retas
no plano e retas e planos no espago sdo introduzidas, mas em termos de articulacéo s6
se considera a passagem da representacdo cartesiana para a representago paramétrica; o
caso de passagem da representacdo paramétrica para a representacao cartesiana é deixado
a cargo dos estudantes, o que consideramos uma questdo importante de ser trabalhada
nas novas propostas de agao didética.

Nestas novas propostas de acdo didatica, estamos considerando que é preciso
reestruturar os cursos de Geometria Analitica nos Ensinos Médio e Superior e Geometria
Analitica no Ensino Médio, pois seria interessante considerar o estudo dos sistemas de
equacoes lineares 2x2 e 3x3 ja no Ensino Médio, utilizando o método do escalonamento
para sua solucdo e discutindo as possibilidades de solugdo com énfase no estudo dos
sistemas com infinitas solugBes, o que corresponde a passagem da representacdo cartesiana
para a representacdo paramétrica, que seria revisitada no Ensino Superior, em particular,
quando da introducéo dos espacos vetoriais de dimensdo finita.

Desse modo, deixariamos para 0 Ensino Superior a passagem da representagao
paramétrica para a representacao cartesiana, que seria desenvolvida tanto em Geometria
Analitica quanto em Algebra Linear, iniciando o estudo com IR? e IR? e formalizando
e generalizando para IR", 0 que permitiria mostrar que para essas passagens existem
técnicas algoritmicas que nao sdo simétricas, pois a passagem da representagdo cartesiana
para a representacéo paramétrica se situa na resolucdo de sistemas lineares, enquanto a
passagem da representacdo paramétrica para a representacao cartesiana necessita que se
considere as condicOes para que o sistema tenha solugéo.

Ressaltamos assim que a articulagao entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico
e vice-versa pode ser trabalhada em diferentes quadros, a saber: quadro dos sistemas
lineares, quadro da geometria, quadro da algebra linear, quadro das matrizes e quadro
dos determinantes. Em funcéo desses quadros, essa articulacdo se exprime e é trabalhada
de forma especifica, 0 que em razdo do quadro considerado pode auxiliar 0s estudantes a
compreenderem melhor os conceitos e nogdes de Geometria Analitica e Algebra Linear
e as semelhancas e diferencas entre essas duas disciplinas.

Observamos aqui que Dias (1998), ao estudar os problemas de articulagéo entre
pontos de vista cartesiano e paramétrico em Algebra Linear, ja havia mostrado que o
recurso a Geometria em Algebra Linear é pouco presente e pouco operatorio e que
os estudantes, quando querem utiliza-lo, sdo quase sempre induzidos a erros e tém
dificuldades em distinguir claramente afim de vetorial, uma vez que eles tentam generalizar
0s invariantes para dimensdes superiores a trés sem saber como fazé-lo.

No exemplo do quadro 1, destacamos um tipo de tarefa encontrada por Faro (2010)
e analisada por meio de uma grade de anélise.
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QUADRO 1 - Tipo de tarefa sobre sistemas lineares.

Tarefa: Resolver um sistema de equagdes lineares e discutir as possibilidades de
solugdo.

Exercicio proposto

8. Resolva cada sistema linear 2x2 usando o método da adicio; classifique-o quanto
ao numero de solucdes e faca sua representacio grafica.

[4x+2y=14 [3x-2y=-12 [5x-10y=15
a) < b) < €) 4
| 2x+y=13 Sx+6y=8 | 2x—4y=6

FONTE: Dante (2008, p.254)

Quadro em que a tarefa é enunciada: numérico;

Nivel de conhecimento exigide na solugdo tarefa: mobilizavel, quando explicita o
método a ser utilizado para a solucdo do sistema linear e disponivel quando nio
explicita;

Ostensivos utilizados no enunciado: representacao explicita de sistemas de equacoes
lineares;

Pontos de vista: cartesiano e paramétrico;

Ostensivos e ndo ostensivos utilizados na solugdo da tarefa: método da adicio,
método geométrico, pares ordenados e discussio das possibilidades de solucio,
representacio paramétrica do conjunto solucdo, representacio cartesiana do
conjunto solucio;

Niveis de conhecimento necessarios para a execugdo da tarefa emrelagdo dsnogoes
queserdo utilizadas:

- Métodos algébricos e geométricos para resolucio dos sistemas lineares dados
pedidos explicitamente, logo se trata do nivel mobilizavel.

- Discussdo e classificacdo dos sistemas, o que se refere aos niveis mobilizavel e
disponivel, respectivamente.

- Representacdo cartesiana e paramétrica do conjunto solucio de sistemas de
equacdes lineares, que exige um pedido explicito e, quando esse nio é feito, supde-
se que os estudantes disponham de conhecimentos sobre essas representacoes.

Fonte: Faro (2010, p.105).

Atarefa acima apresentada, que é proposta para ser trabalhada ja no Ensino Médio,
apesar de simples pode ser considerada como um dos instrumentos a ser revisitado
no Ensino Médio, quando da introducdo e desenvolvimento de Geometria Analitica
e de Algebra Linear. O que consideramos importante é explicitar a passagem de uma
representacdo a outra e indicar meios de antecipacdo e controle para os estudantes, ou
seja, para os sistemas lineares 2x2, as condi¢Bes de antecipacdo e controle podem ser
visualizadas geometricamente por meio do grafico de suas equagdes no sistema cartesiano
ortogonal, no qual podemos verificar se o sistema tem uma Ginica solugéo, infinitas solugdes
ou ndo tem solucdo. Esses meios de antecipagdo e controle nos parecem importante de
serem desenvolvidos ja no Ensino Médio para que os estudantes adquiram estes habitos,
ndo somente para o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear, mas para todos 0s
outros dominios da Matematica e das Ciéncias em geral.
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Consideramos ainda 0 estudo de Simido (2010) sobre a proposta de ensino da nogao
de matrizes, suas operacdes e propriedades para 0 Ensino Médio para compreendermos
quais as articulacdes possiveis entre o trabalho proposto para ser desenvolvido nesta
etapa escolar e 0 que se espera enquanto conhecimentos retrospectivos dos estudantes
quando iniciam o Ensino Superior.

O trabalho de Simido (2010) mostra que o estudo das matrizes € centrado nas
definicOes e técnicas para a aplicacdo na solugdo de sistemas de equaces lineares, em
particular, para o estudo dos sistemas de Cramer, e para utilizacdo enquanto ostensivo de
execucdo de técnicas no estudo das retas no plano em Geometria Analitica. Todo o trabalho
de articulago entre matrizes e as nogdes de Geometria Analitica e Algebra Linear para
espacos de dimensdo superior a trés é deixado para o Ensino Superior.

No exemplo do quadro 2, destacamos um tipo de tarefa encontrada por Simiéo
(2010) e analisada por meio de uma grade de analise.

QUADRO 2 - Tipo de tarefa sobre matrizes.

Tarefa: Representagdo algébrica de uma matriz.

Exercicio proposto

Escreva as matrizes:

a) A=(aij)xs tal que ajj=i*+j

b) M=(aij), com 1<i<3 e 1<j<3, tal que ajj=3i+2j-5
FONTE: Dante (2005, p. 242)

Quadro em que a tarefa é enunciada: quadro algébrico funcional, pois a tarefa é
enunciada utilizando uma relacdo funcional em termos de i (linha) e j (coluna) e o
tipo de matriz que deve ser construida.

Quadre de solugdo da tarefa: quadro matricialalgébrico, pois € escrita uma matriz
algébrica em termos de linha e coluna, usam-se os indices de cada termo para
substituicio na relacio funcional fornecida e, apés calcular o valor numérico
desses termos, escreve-se a matriz solicitada, ou seja, a solucdo € descrita,
utilizando o quadro matricial numérico.

Ndo ostensives utilizados na tarefa: nocio de posicio de cada termo na matriz,
nocdo de tipo de matriz, nocdo de cilculo do valor numérico segundo a relacio
fornecida, nocdo de igualdade, nocdo de intervalo e nimero indice.

Ostensives utilizades na tarefa: ostensivo da manipulacao matricial; ostensivo da
representacio funcional, algébrica e numeérica; ostensivo gestual, oral e visual,
quando do discurso de passagem de um ostensivo para o outro.

Niveisde conhecimento esperadospara solugdo da tarefa: nivel mobilizavel, pois o
estudante devera ter conhecimentos relacionados a notacdo que representa uma
matriz algébrica e utilizar os termos algébricos na escrita matricial; também
devera ter nocoes sobre o calculo do valor numeérico, utilizando a relacio funcional
fornecida, que, depois de calculada em termos numéricos, devera ser escrita no
quadro matricial numérico.

Fonte: Simido (2010, p.161).
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Convém ressaltar que o estudo de Simido indica que as matrizes sdo introduzidas
no Ensino Médio enquanto ferramentas de calculo para tarefas de Geometria Analitica.
Assim, as possibilidades de acdo sobre a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano
e paramétrico sdo deixadas para o Ensino Superior. Aqui nos parece importante pontuar
que, mesmo que a utilizacdo do método de escalonamento para o estudo dos sistemas
lineares venha indicada nas propostas institucionais, como por exemplo nas Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio (OCEM), ainda existem autores de livros didaticos
que se valem do método dos determinantes para a resolucéo desses sistemas, o que pode
causar dificuldades de articulacéo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico, como
demonstra Dorier (1993).

Consideramos também o estudo de Jammal (2011), que trata mais especificamente
da pouca atencéo dada ao estudo da Geometria Analitica desenvolvida no Ensino Médio,
pois, em geral, no Ensino Superior, inicia-se a Geometria Analitica no espago sem associar
ao que ja foi desenvolvido para o plano. Afigura-nos importante que os conhecimentos
retrospectivos dos estudantes em relagéo ao que foi desenvolvido para o plano sejam
utilizados na introduc&o dos novos conhecimentos, o que pode auxilid-los a compreender
as semelhancas e diferencas existentes entre estes dois espacos e, posteriormente, entre 0s
espacos de dimensao maior que 3. Certamente essas a¢des ficam a cargo dos professores
e estes precisam identificar os conhecimentos retrospectivos de seus estudantes de forma
aintroduzir as nogdes de Geometria Analitica e Algebra Linear no plano e no espaco ou
desenvolvé-las apenas no espago, se 0s estudantes ja disponham de conhecimentos de
Geometria Analitica no plano.

Certamente, para a disciplina de Algebra Linear, o estudo em IR" teria carater
introdutdrio, sendo Util para criar as imagens mentais necessarias para o desenvolvimento
dos conceitos e nogdes dessa disciplina para outros espacos.

O estudo de Jammal (2011) coloca em evidéncia a falta de articulagdo entre a
proposta do Ensino Médio, no qual séo introduzidos pontos e retas no plano, utilizando
apenas o ponto de vista cartesiano, e a do Ensino Superior, em que se introduzem pontos,
retas e planos no espaco e 0s pontos de vista cartesiano e paramétrico, mas ainda nao
é considerada a articulagdo entre esses dois pontos de vista, como aponta o trabalho de
Dias (1998).

No exemplo do quadro 3, destacamos um tipo de tarefa encontrada por Jammal
(2011) e analisada por meio de uma grade de analise.
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QUADRO 3 - Tipo de tarefa sobre retas no plano.

Tarefa: Escrever a equagdo de uma reta em variadas representagoes.
Exercicio proposto
Passe a equacio da reta de uma das formas conhecidas para outra:

a) 4 %= 1, para a forma reduzida;

=
'

b) v-6 =—(x+4),para a forma geral;

b | e

¢) 3x+9y-36 =0, para a forma segmentiria;

]
[’

~

.para a forma geral.

=]

y=1+2

'x
d) 4

Ly
FONTE: Dante (2006, p. 28)

Quadro em que a tarefa é enunciada: quadro algébrico;

Ostensives utilizades nos enunciados: representacio segmentaria de reta em IR?
(exemplo a); representacio funcional de reta em IR? (exemplo b); representacio
cartesiana de reta em IR? (exemplo c): representacio parameétrica de reta em IR?
(exemplo d);

Nio ostensivos utilizados nos enunciados: nocio de equacio segmentiria de retaem
IR?; nocdo de equacdo funcional de reta em IR*; nocio de equacio cartesiana de
reta em IR?; nocdo de equacio paramétrica de reta em IR*;

Quadro para solugdo da tarefa: quadro algébrico;

Ostensivos utilizados na solugdo da tarefa: representacao segmentaria de reta em
IR* (exemplo a); representacio funcional de reta em IR? (exemplo b);
representacio cartesiana de reta em IR? (exemplo c): representacio paramétrica
de reta em IR? (exemplo d);

Pontos de vista em relagdo d nogdo de ponto: geométrico e coordenadas;

Niveis de conhecimento necessdrios para a selugdo da tarefa: nivel mobilizavel em
relacdo as varias formas de representacio de uma equacio de uma reta em IR e
disponivel em relacio as operacdes algébricas.

Observacdo: O ponto de vista geométrico esta associado a representacio de um
ponto por meio de uma letra maiuscula que aqui denominamos ostensivos de
representacio intrinseca de ponto. O ponto de vista em coordenadas esta associado
a representacio de ponto no plano por meio de um par ordenado determinado
através de um sistema cartesiano ortogonal.

Fonte: Jammal (2011, p.121).

Observamos que tanto para o estudo dos sistemas lineares, como para as matrizes
e pontos e retas no plano, o trabalho desenvolvido no Ensino Médio ndo é revisitado no
Ensino Superior e nem mesmo utilizado como conhecimento retrospectivo para criar as
imagens mentais para a introducdo de novos conceitos e nogdes, como, por exemplo,
em Geometria Analitica, ndo se empregam os conceitos de pontos e retas desenvolvidos
no Ensino Médio para demonstrar, por exemplo, que, se para definir reta no plano,

Acta Scientiae, v.18, n.3, set./dez. 2016 719



necessitamos apenas de uma equacdo, para definir uma reta no espago sdo necessarias
duas equagdes, o que poderia ser revisitado quando se introduz Algebra Linear.

Considerando os estudos de Faro (2010), Simido (2010) e Jammal (2011), que
utilizaram os referenciais teéricos didaticos apresentados acima para a anélise das
expectativas institucionais sobre a nogéo de sistemas lineares quando da transi¢&o entre
0 Ensino Médio e superior, a nogdo de matriz, suas operacdes e propriedades em relagdo
a essa mesma transicao e as representagdes interna e externa das nogoes de ponto e reta
no plano no Ensino Médio, respectivamente, observamos que os resultados apontam para
uma proposta de trabalho com os estudantes, que segue o desenvolvimento histérico dos
sistemas vetoriais, uma vez que, segundo Crowe (1967), estes sdo considerados como
sistemas de abreviacBes que foram aplicados em problemas que ja tinham uma solucéo
pelo método cartesiano.

Ressaltamos aqui a importancia dos sistemas vetoriais como uma nova forma de
resolver problemas que ja apresentam uma solucdo, mas que tanto do ponto de vista
historico como do ponto de vista didatico sdo importantes, pois auxiliaram os matematicos
no planejamento, execucéo e controle de seus problemas de pesquisa e podem auxiliar
os estudantes a compreenderem melhor a razdo de se introduzirem diferentes quadros,
pontos de vista e representacdes para um mesmo objeto matematico.

Além disso, se optamos por uma escola em que se articulam conhecimentos
matematicos e extramatematicos, ndo podemos deixar que as articulagdes possiveis fiquem
a cargo de professores e estudantes, mas € necessario que as mesmas sejam consideradas
nos documentos oficiais e desenvolvidas nos materiais de apoio, em particular, nos livros
didaticos que séo avaliados e distribuidos pelo Ministério da Educagao no Brasil.

Assim, a articulagdo entre os pontos de vista paramétrico e cartesiano estaria
respondendo a segunda concepcdo de Crowe (1967), que mostra a importancia da mesma
para o estudo da Fisica e da Geometria.

CONSIDERACOES FINAIS

Essa breve descricdo da evolucdo dos sistemas vetoriais por Crowe (1967), quando
utilizada como referéncia para compreender o desenvolvimento da nocéo de vetor no
ensino de Geometria Analitica e Algebra Linear nos Ensinos Médio e Superior no Brasil,
coloca em evidéncia as dificuldades na introducdo desses sistemas, em particular, a de
torna-los ferramentas eficazes para o trabalho intramatematico e extramatematico, em
particular, para a resolucdo de problemas de Fisica e das outras ciéncias.

Além disso, o estudo historico pde em destaque as dificuldades em relacéo as
diferentes representacdes dos objetos matematicos associados a nogao de vetor que foram
desenvolvidas de diferentes formas e que algumas vezes dificultaram a compreenséo do
trabalho desenvolvido, como é o caso dos quaternions de Hamilton.
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O estudo da histdria da evolucéo das ideias e concepcdes de diferentes sistemas
vetoriais permite identificar a dificuldade de introduzi-los ja no Ensino Médio de modo
que possam servir de ferramentas explicitas para a solucéo de tarefas de outras disciplinas,
mas da indicios da importancia de se trabalhar em diferentes quadros e de forma articulada
em IR? e IR?, quando da introducéo das nocdes de Fisica e Geometria Analitica.

O estudo didatico por meio da identificacdo das praxeologias existentes mostra a
falta de articulagéo entre a abordagem desenvolvida no Ensino Médio e os conhecimentos
retrospectivos esperados como disponiveis para os estudantes que iniciam o Ensino
Superior, em particular quando se considera o estudo de pontos e retas em Geometria
Analitica e das matrizes que, em geral, sdo introduzidas no Ensino Médio apenas como
ferramentas para auxiliar na defini¢cdo do calculo de determinantes de uma matriz que
serd utilizado, por exemplo, como uma forma prética para determinar a representacéo
cartesiana de uma reta determinada por dois pontos em Geometria Analitica.

As propostas didaticas dos trabalhos analisados convergem para a necessidade
de articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico ja no Ensino Médio,
considerando pontos e retas no plano e pontos, retas e planos no espaco com suas
respectivas representagdes. 1sso pode auxiliar a criar as imagens mentais necessarias
para se trabalhar com espagos vetoriais de dimenséo finita maior que trés, mas para
desenvolver esse trabalho é preciso que na proposta curricular de Matematica para o
Ensino Médio se reforce a importancia de trabalhar também a nocéo de vetor e articula-
la com a nocéo de equacéo.
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