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RESUMEN

En este trabajo se rinde cuenta de los resultados de un estudio exploratorio del pensamiento
algebraico de un grupo de profesores de matematica en formacion, alumnos de una universidad
publica venezolana de formacioén docente, el mismo forma parte de un estudio mas amplio de
caracter cualitativo, fenomenoldgico-interpretativo en el que se aspira examinar las relaciones
entre los procesos del pensamiento algebraico y la mediacion tecnoldgica. Tuvo caracter
diagnostico y confirmatorio, para lo cual se aplico un instrumento, tipo prueba, denominado
Evaluacion del Pensamiento Algebraico (EVAPAL), éste fue disefiado por el autor y fue validado
a través del juicio de 3 expertos. En la seleccion de los sujetos de la investigacion no intervino
ningun analisis del tipo estadistico ni muestral, y en total fueron 118 estudiantes, algunos de los
cuales ya habian aprobado un primer curso de algebra. Una vez obtenidas las respuestas éstas
fueron digitalizadas en formato matricial, resultando un total de 2360 respuestas. Se procedid a
comparar las contestaciones de los estudiantes a la luz de algunas respuestas dadas por profesores
a quienes se les solicitd que respondieran la prueba, y tomando en cuenta otras investigaciones
(KIERAN; FILLOY, 1989; URSINT; ESCARENO; MONTES; TRIGUEROS, 2005, etc.) a fin
de establecer los errores y aciertos cometidos en la resolucion de problemas y/o ejercicios de
cada item. También el andlisis fue confirmatorio de las teorias y/o hallazgos precedentes. En las
respuestas obtenidas se estuvo pendiente de aquellas que, en relacion con la manipulacion de
letras, se correspondieran con la clasificacion de Kuchemann (1980); sin obviar detalles que los
autores considerasen significativos. Se encontré que los estudiantes usan las letras siguiendo la
clasificacion de Kuchemann en sus 4 primeros niveles; prevalece una vision procedimental del
signo de igualdad (=) que enfatiza lo computacional sobre lo estructural (SFARD, 1991, citado
por Andonegui, 2009) en el calculo del resultado de las operaciones, existen dificultades para
admitir expresiones abiertas y, en general, los estudiantes presentan debilidades en la lectura
de contenidos matematicos.
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Exploracdo do pensamento algébrico de professores de Matematica
em formacéo - “A prova EVAPAL”

RESUMO

Este trabalho ¢ responsavel pelos resultados de um estudo exploratério do pensamento
algébrico de um grupo de professores de matematica em formagao, estudantes de uma universidade
publica de formacao de professores da Venezuela, o0 mesmo ¢ parte de um estudo qualitativo,
interpretagdo fenomenoldgica que tem por objetivo analisar as relagdes entre os processos do
pensamento algébrico e a mediagao tecnoldgica. Teve carater diagnostico e confirmatorio, no qual
foi aplicado um instrumento, um teste, chamado Evolugdo do Pensamento Algébrico (EVAPAL),
que foi projetado pelos autores, e foi validado por meio do julgamento de trés peritos. A selegao dos
sujeitos da pesquisa ndo envolveu qualquer tipo de analise estatistica e de amostragem, e no total
foram 118 alunos, alguns dos quais ja tinham sido aprovados em um primeiro curso de algebra.
Uma vez que tinhamos as respostas dos alunos, que foram digitalizadas em formato matricial),
resultando em um total de 2360 respostas, essas foram comparadas a luz de algumas respostas
dadas por professores que foram convidados a responder o teste, ¢ levando em consideracao
outras pesquisas (KIERAN; FILLOY, 1989; URSINI; ESCARENO; MONTES; TRIGUEROS,
2005, etc.) a fim de estabelecer os acertos e os erros cometidos na resolu¢do de problemas e/ou
exercicios de cada item. Também, a analise foi confirmada por teorias e/ou resultados anteriores.
As respostas obtidas foram aquelas que estavam pendentes no contexto da manipulagdo de letras, se
correspondem com a classificacdo de Kuchemann (1980), sem esquecer os detalhes que os autores
consideram significativos. Constatou-se que os alunos usam as letras, seguindo a classificagdo de
Kiichemann em seus primeiros quatro niveis; prevalece uma visao processual do sinal de igualdade
(=) que enfatiza o computacional sobre o estrutural (SFARD, 1991, apud ANDONEGUI, 2009) no
calculo de resultados das operagdes; ha dificuldades para admitir expressdes abertas; e, em geral,
os alunos tém deficiéncias na leitura de contetidos matematicos.

Palavras-chave: Estudantes. Contetidos matematicos. Mediagao tecnologica.

INTRODUCCION

Diversos trabajos en Educacion Matematica muestran el interés por la manipulacion
del signo en el aprendizaje de las matematicas, de ello dan cuenta, entre otros, los realizados
por Kieran (1981) que trata del significado atribuido al signo de igualdad, el de Booth (1984)
y Bednarz y Janvier (1992) sobre el sentido asignado a la letra y a las convenciones de la
escritura, asi como la indagacion de Puig (2003) en relacion con los signos, textos y sistemas
matematicos de signos. Todos ellos, resultan referencias importantes cuando se consideran
en el ambito del estudio de los procesos relacionados con el pensamiento algebraico en el
que estos aspectos juegan un papel de extraordinaria relevancia, por ejemplo cuando se
estima la transicion entre el pensamiento aritmético y el pensamiento algebraico.

En el presente trabajo, ademas de los elementos descritos en el parrafo anterior,
también se exploran otros procesos relacionados con el pensamiento algebraico como
lo son el reconocimiento de patrones, las implicaciones generales en la manipulacion
del simbolismo propio de los objetos algebraicos, etc. En funcion de los hallazgos se
establecen algunas conclusiones que confirman lo encontrado por reconocidos autores,
asi como lo que indican algunos planteamientos tedricos relacionados.
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De tal forma que con su puesta en ejecucion se tiene un panorama mas claro
en relacion con algunos elementos que caracterizan el pensamiento algebraico de los
educadores matematicos en formacion inicial de la Universidad Pedagogica Experimental
Libertador, lo que a su vez coadyuvara en la concrecion de una investigacion de mayor
envergadura que trata de precisar las posibles relaciones entre los procesos que distinguen
este tipo de pensamiento y la mediacion tecnoldgica.

PROBLEMATICA DEL ESTUDIO

Muchos de los errores que se producen en algebra ocurren
precisamente porque ésta suele enfocarse de
forma abstracta y manipulativa de simbolos, sin prestar atencion

a los posibles significados”. (PIMM, 2002, p.47)

Este trabajo se inserta en una investigacion mas amplia cuyo proposito fundamental
consiste en construir un sistema categérico conceptual explicativo de las relaciones entre
los Procesos del Pensamiento Algebraico y la Mediacion Tecnologica. Su problematica
se puede resumir de la siguiente manera:

Los estudiantes para profesor de matematica presentan enormes dificultades
para avanzar en la capacidad para asumir conceptos abstractos, el referente
mas cercano para éstos lo constituyen tnicamente los objetos aritméticos
(aritmetizacion del Algebra).

Existen marcadas limitaciones para la manipulacion del simbolismo, tanto en
lo que respecta al aspecto sintactico (errores de sintaxis) como para desentraiiar
el objeto, concepto o proceso que éste se inserta.

Limitaciones de los educadores para asumir el Algebra superior como apoyo
para el Algebra escolar. Es decir, no hay una transferencia conceptual que
apoye a los educadores en la didactica de los objetos algebraicos del nivel
basico.

Ausencia de este tipo de pensamiento en los primeros niveles de escolaridad
venezolana. No se promueven actividades que estimulen a reconocer patrones,
a descubrir lo general en lo particular e inversamente, etc.

Elevado niimero de estudiantes reprobados en las asignaturas del Area de
Algebra.
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Preguntas de investigacion
En relacion con las investigaciones precedentes y los datos tedricos conocidos:

(Cuales son las caracteristicas del Pensamiento Algebraico de los estudiantes para
profesor de matematica del Instituto Pedagogico de Maracay, IPMAR?

COORDENADAS TEORICAS Y CONCEPTUALES DE
REFERENCIA

Pensamiento algebraico

Inicialmente, se asume el término pensamiento matematico de una manera bastante
flexible al considerarlo como las formas en que piensan las personas cuando se enfrentan
a un contenido matemético especifico(CANTORAL; FARFAN; CORDERO; ALANIS;
RODRIGUEZ; GARZA, 2003); en concordancia con estos autores se cree que este
constructo no esta enraizado en los fundamentos de la Matematica ni su practica le
pertenece a los matematicos puros, sino que trata de todas las formas posible de construir
ideas matematicas. De igual manera, el pensamiento algebraico no esta asociado a algun
sector o grupo élite en particular. Entre algunos procesos mentales distintivos que lo
caracterizan estan la capacidad de revertir operaciones, la posibilidad de deducir lo
general en lo particular, el reconocimiento de patrones, la interpretacion y uso del signo
de igualdad, la modelizacion y las interpretaciones que se hacen cuando se manipulan
letras, etc. Desde un angulo mas flexible podemos afirmar que este tipo de pensamiento se
hace presente cuando se manipulan ideas o procesos algebraicos de cualquier indole.

Como puede advertirse, aun cuando el pensamiento algebraico estd relacionado
con la manipulacion de simbolos, ésta no es una condicioén definitoria, es decir, no es
exhaustiva ni concluyente. Desde el punto de vista histdrico, el uso del simbolo para
representar objetos matematicos corresponde a la tltima etapa en el desarrollo del Algebra,
se atribuye al francés Francois Viete (1540-1603) quien expuso su nuevo modo de escribir
Algebra en un documento titulado In artem analyticam Isagoge “Introduccion al arte
algebraico” (WUSSING, 1998) con lo cual contribuyd notablemente a abrir el camino
hacia la unificacion del lenguaje matematico.

Los primeros dos periodos en esta evolucion son conocidos como retdrico y sincopado.
El primero data de la época anterior a Diofanto de Alejandria (250 D.C.), en la que se usa
exclusivamente el lenguaje natural sin recurrir a algun signo. La etapa sincopada va desde
Diofanto hasta finales del siglo X V1, se introducen algunas abreviaturas para las incognitas
y las relaciones de uso frecuente, pero los calculos atn se desarrollan en lenguaje natural.

Como objeto de investigacion ha sido motivo de diversos estudios (KIERAN, FILLOY,
KAPUT) en los niveles iniciales y medios de escolaridad en los cuales se ha estudiado la
apropiacion del simbolo en Matematica, en particular los usos que se le dan a las letras, (cuyo
antecedente més importante es el trabajo de KUCHEMANN, 1981) también la interpretacion
y uso del signo de igualdad, el reconocimiento de patrones, la modelizacion, etc.
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Signo, simbolo y objeto significado

Se admite que desde el punto de vista de la Didactica de las Matematicas existe
una relacion paraddjica entre simbolismo y objeto significado, ello obedece a que para
comunicar ideas matematicas el simbolo es insustituible, no es posible hacerlo sin
recurrir a él, tal como nos lo sefiala Pimm (2002, p.222) “en Matematicas, el simbolo
convencional constituye el unico medio de evocar el concepto mismo”, de manera que
la practica es la de manipular y efectuar transformaciones en el signo que representa
al objeto como una manera de acercarse a ¢l. Desde este punto de vista adquiere una
importancia suprema, pareciera que lo es todo, pero la realidad es que esto no es asi
puesto que el simbolo jamas sustituye al objeto, el cual existe en la abstraccion del
pensamiento con entidad propia y con independencia de su imagen concreta representada
por su significante. Como se puede colegir esta situacion puede suponer un obstaculo
para el estudiante si éste no logra aprehender el objeto matematico que subyace en la
simbolizacion.

De manera pues que en esta indagacion resulta importante la nocion de signo, éste
tiene una naturaleza compleja que abordaremos brevemente. Sin embargo en este informe
emplearemos indistintamente los vocablos signos, simbolos y significante.

Los signos son considerados en la misma perspectiva de Puig (2003) que, a su vez,
sigue la misma direccion de Charles Sanders Peirce (1839-1914). Desde esta optica tres
caracteristicas definen el signo: es una entidad triadica (significado, significante y cognicion-
interpretante'), no es estatico y no es arbitrario (la relacion triadica no es arbitraria).

Ademas los signos pueden ser de tres tipos: iconos (del griego eikon), indices
(etimologicamente, dedo que sefiala) y simbolos. “Los iconos son signos que tienen
alguna semejanza con el objeto y tienen el caracter que los hace significar incluso si
el objeto no existiera” (PUIG, 2003, p.177). Mientras que “los indices no se parecen a
los objetos, sino que los sefalan, fuerzan la atencion hacia ellos, pero no los describen”
(ob.cit). Podemos decir entonces que una diferencia entre estos dos signos estriba en las
sensaciones que activan en el interpretante, por un lado el icono induce a la reflexion y,
por otra parte, el indice hacia la accion.

En el caso del simbolo éste tiene que ver con lo convencional, es decir con lo
acordado del signo, el ejemplo mas emblematico lo constituye la bandera de un pais. Los
simbolos no siempre son intuitivos o sobrentendidos para todas las personas, sino que se
requiere una preparacion previa para su dominio (MORA, 2006).

Es interesante analizar lo que ocurre con una expresion algebraica. En ella convergen
letras (indices) y los signos +, =, etc. (simbolos), y ademas suscita una interpretacion
global con lo cual es posible catalogarlas como iconos (PUIG, 2003). Peirce explica esto
de la siguiente manera:

1 Este enfoque se diferencia del que plantea F. Saussure (1857-1913), pues en este Ultimo la nocién de signo es
diadica, significante/significado.
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Una formula algebraica es un icono, que ha sido convertido en tal mediante las
reglas de conmutacion, asociacion y distribucion de los simbolos. Puede parecer
a primera vista que es una clasificacion arbitraria llamar icono a una expresion
algebraica; que podria igualmente o mas adecuadamente ser considerada como
un signo convencional [simbolo] compuesto. Mas no es asi. Porque una gran
propiedad distintiva de los iconos es que mediante su observacion directa
se pueden descubrir otras verdades concernientes a su objeto que no son las
que bastan para determinar su construccion. [...]. Esta capacidad de revelar
una verdad inesperada es precisamente aquello en que consiste la utilidad de
las férmulas algebraicas, por lo cual el caracter iconico es el predominante.
(PEIRCE, 1987, p.263)

Como es posible entender, estos conceptos envuelven una discusion mas amplia si
se consideran a la luz de la didactica de los objetos matematicos. La anterior afirmacion
de Peirce puede tener relevantes implicaciones desde el punto de vista de la manipulacion
de los signos en la ensefianza del algebra, tanto la escolar como la del nivel superior.

La matemética como lenguaje o el lenguaje de la matemética

Aun cuando una discusion tan controversial sobre si la matematica constituye o no
un lenguaje escapa al proposito y alcance de este estudio se cree importante establecer
algunos breves comentarios que contribuyan a precisarlo en el campo de la educacion
matematica. En primer lugar, se asume el concepto de lenguaje dado por Beyer (2003,
p-147) como un “sistema de signos sujetos a una serie de reglas sintacticas dentro de un
campo significativo que permiten la comunicacion entre un emisor y un receptor en el
ambito de un sistema comunicacional”. Una mayor aproximacion hacia esta definicion
nos lleva a considerar metaféricamente un lenguaje como un sistema axiomatico. En
efecto, los términos no definidos los constituyen estos signos, asi éstos pueden interpretarse
como unidades de simbolos elementales o atomicos, y constituyen el alfabeto de ese
lenguaje. Mediante reglas de sintaxis preestablecidas es posible hacer combinaciones de
estos signos para formar nuevos simbolos de mayor complejidad, los cuales son llamados
palabras (BEYER, 2003, p.148).

Un ejemplo de natural importancia para nosotros es el lenguaje algebraico. Este se
caracteriza por tener un alfabeto complejo en el que se hace frecuente el uso de letras de
los alfabetos griego y latino para denotar los objetos matematicos, los simbolos numerales
con distintos significados (exponente, subindice, coeficientes, etc.), signos de agrupacion
como los paréntesis, signos de mayor y menor, signo de igualdad, etc. En este contexto
es muy frecuente que se presenten los fenomenos lingiiisticos conocidos como sinonimia
y polisemia. El primer caso se activa cuando un mismo objeto es representado de formas
diversas, esto es, distintas notaciones pueden tener el mismo significado. Es lo que ocurre,
por ejemplo, en el ambito de los niimeros reales con los siguientes simbolos, obviamente
diferentes, ya que ellos representan el mismo objeto: {X € R|-3 <x< 1} y (- 3,1].
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El segundo tiene que ver con el hecho de que una notacion particular tenga asociada
distintos conceptos. Por ejemplo, el simbolo (&, b) puede ser entendido como el maximo
comim divisor entre los enteros ay b, el producto interno entre los vectores a y b, el segmento
de recta (intervalo) comprendido entre los realesa y b, un punto del plano cartesiano, etc.

Similarmente ocurre con el signo de igualdad, pues éste sirve para expresar una
identidad 6 una ecuacion. Por ejemplo, las siguientes igualdades no tienen la misma
naturaleza: (a + b)>=a2+2ab + b*y 2a + 1 = 0. Esto hace ver la relevancia del aspecto
contextual como guia para la diferenciacion.

Lo anterior plantea un escenario en el que “la interaccion entre los/las participantes
del proceso de aprendizaje y enseflanza tendra éxito, en cuanto a la comprension
conceptual, si ambos sujetos o grupos de sujetos tienen domino del significado de la
simbologia con la cual estan trabajando” (MORA, 2006, p.241). Sin embargo, para Bazzini
(2007) existen evidencias de que la introduccion y la manipulacion de simbolos puede
ser una causa relevante de las limitaciones del discente; también se ha afirmado que “la
mayoria de los estudiantes tienen serias dificultades para desarrollar una comprension
adecuada del uso de las letras en Algebra y lograr una capacidad aceptable para trabajar
con ellas” (URSINI; ESCARENO; MONTES; TRIGUEROS, 2005, p.11).

Esta situacion es explicada por los precitados autores en los términos siguientes:

Si bien los alumnos, desde la escuela primaria, han tenido acceso al uso de letras
en Matematica cuando trabajan, por ejemplo, con las formulas geométricas, no
suele darse a las letras una interpretacion algebraica. Mas bien, se acostumbra a los
alumnos a que las consideren como etiquetas que se refieren a entidades especificas
oalainicial de una palabra (por ejemplo, se suele usar la b para referirse a la ‘base’;
laA parael ‘area’; h parala ‘altura’, etc.). (URSINI; ESCARENO; MONTES;
TRIGUEROS, 2005, p.11)

Este hecho muestra las dificultades con las que se encuentran los alumnos al
manejar el lenguaje matematico y especificamente el algebraico, y también es producto
de que “tradicionalmente la ensefianza de las Matematicas ha tenido un caracter mas
sintactico que semantico, mas basado en la aplicacion de reglas que en la comprension
del significado” (GOMEZ-GRANELL, 1997, p.206). Es por ello que Thom (1973)
(citado por PIMM, 2002) ha sefialado que “el problema fundamental de la ensefianza de
las Matematicas consiste en la construccion de significados mas que en la cuestion del
rigor” (PIMM, 2002, p.32).

Consideraciones en torno al concepto de infinito

Pese a que se debe a George Cantor (1855-1915) “la consistencia necesaria al infinito
actual para que sea considerado como un ente matematico” (HITT, 2003), este concepto
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no es del siglo XIX. De hecho, como sefiala este autor, la idea de infinito potencial como
la posibilidad de ir mas lejos esta presente en los trabajos filosoficos y matematicos
elaborados por los griegos durante el siglo VI al Il A.C.

Este concepto se entiende y se asume como de naturaleza compleja pues como objeto
matematico en si mismo historicamente ha sido siempre fuente de dificultades y paradojas
(SACRISTAN, 2003; HITT, 2003). Desde el punto de vista didactico vale la pena considerar
lo que expresa Fischbein (1979) (apud HITT, 2003, p.73), cuando senala:

El infinito se presenta a nuestra intuicion como contradictorio. La explicacion del
hecho es que los esquemas logicos estan adaptados de manera natural a realidades
finitas. Para sobrepasar esa contradiccion genuina, la inteligencia ha inventado el
infinito potencial, o el infinito impropio en terminologia de Cantor.

Ademas, segun afirma Sacristan (2003, p.263) “existe evidencia de que muchos de
los obstéaculos epistemologicos que han existido en el desarrollo del concepto de infinito
se manifiestan de manera similar como obstaculos didécticos para los estudiantes de
matematicas”). Estas consideraciones hacen relevante el concepto de infinito para el
desarrollo de este trabajo; pues, ademas este concepto lo vemos inserto en el contexto
de los procesos del pensamiento algebraico.

Para mostrar la complejidad a la que se hizo alusion anteriormente a continuacion
se expondran algunos aspectos conceptuales descritos por Sacristan (2003) en relacion
con el concepto de infinito:

(a) Existencia de diferentes tipos de infinito

- Naturaleza dual del infinito: infinito potencial ¢ infinito actual. En el primer caso
se trata del infinito como proceso, como una posibilidad de cambio en el tiempo, supone
movimiento, es dindmico, es experiencial dado que es posible relacionarlo con la idea de
que siempre se puede sumar algo mas. Por su parte el infinito actual se puede ver como un
objeto matematico en si mismo (como en el caso de los conjuntos infinitos), se interpreta
como un todo mas alla del tiempo, se puede visualizar como un proceso ya concluido.

Por ejemplo, podemos pensar los nimeros naturales 1, 2, 3, 4,..., como generados a
partir de 1 y formando sucesores sumando siempre 1 con lo que asumimos la perspectiva
del infinito potencial (HITT, 2003). Pero, también podemos pensar en ellos como una
totalidad {1,2,3.4,...},y asi, desde este enfoque del infinito actual, por ejemplo, es posible
comparar este conjunto con el conjunto de sus cuadrados {1,4,9,16,...} y verificar que
tienen la misma cardinalidad. Analogamente, en el contexto del Algebra Lineal se hace
uso del infinito actual al considerar espacios vectoriales infinitos dimensionales.

- Lo infinitamente grande y lo infinitamente pequefio: Por eso es que didacticamente,
podemos preguntarnos, ;qué se quiere decir cuando se escribe la igualdad lim2 3X2 0?

- Conjuntos infinitos de diferente potencia: Por ejemplo, los conjuntos N, Z y Q
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tienen el mismo infinito como cardinal, que se denota con la letra hebrea X (aleph
subcero), mientras que los niimeros reales (R) y los irracionales (I) no siendo numerables
tienen la misma cardinalidad infinita.

(b) Importancia del contexto y la situacion matematica: El infinito se hace presente
en diversos contextos matematicos afectando la interpretacion que se tenga de éste.

(c) Procesos iterativos y recursivos: El infinito se manifiesta como la posibilidad
de repetir un algoritmo recursivo. Un ejemplo significativo lo constituyen los objetos
fractales como el resultado de un proceso recursivo (potencialmente infinito).

(d) Naturaleza del objeto matematico: Aqui subyacen dos ideas matematicas
contrapuestas como es lo discreto (numeros naturales y cardinalidad) y lo continuo
(niimeros reales y medida).

METODICA

La investigacion constituye un estudio exploratorio que se enmarca en el campo
de la Educacion Matematica, tal y como la concibe Gonzalez (1999), especificamente
en el area de formacion inicial de educadores matematicos.

Procedimiento

Se concibe el procedimiento como el conjunto de estrategias asumidas y seguidas
por el investigador con la expresa intencion de recabar los datos de interés investigativo.
En este sentido un aspecto muy importante es el escenario que permite la generacion de
tales datos y su correspondiente acopio, estos escenarios pueden ser naturales o artificiales.
En el primero es poca o nula la participacion del investigador mas alla de la propia accion
de recaudacion, mientras que en el segundo se crean las condiciones para que se active
la informacion de interés.

De tal manera que en este apartado se recoge la estrategia puesta en practica con
el fin de obtener los insumos necesarios en relacion con la aproximacion al pensamiento
algebraico de los estudiantes para profesor de matematica.

En primer lugar se procedio a disefiar y elaborar un Instrumento que se denomind
EVAPAL (Evaluacion del Pensamiento Algebraico). Este consisti6 de 20 preguntas
abiertas. Para la validacion se elabor6 otro instrumento que permitiera a los evaluadores
hacer las recomendaciones u observaciones que estimaran pertinente al respecto; luego
se recurrio a la entrega de los dos instrumentos por via correo electronico a 5 expertos
del area, Dr. Julio Mosquera, Dra. Encarnacion castro (Espafia), Dra. Yolanda Serres, Dr.
José Ortiz y Dr. Mario Arrieche. Se obtuvieron las respuestas de tres de ellos.

Trabajando en paralelo se procedi6é a conseguir un conjunto de respuestas
institucionales para los planteamientos del Instrumento, esto se hizo contactando
personalmente y via correo electronico a varios profesores de Matematica (6 en total) con
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el fin de que expusieran sus respuestas como expertos en el contenido dichas respuestas
fueron depositadas en un cuadro tipo resumen.

Tomando en cuenta el punto de vista de los expertos en el area, reflejado en las
observaciones y recomendaciones hechas al Instrumento, se procedio a su aplicacion. Es
importante aclarar que en la seleccion de los grupos de aplicacion no intervino ningin
analisis previo de tipo estadistico ni muestral, s6lo la condicion de ser estudiantes de un
curso del primer semestre, y ademas se seleccionaron las 2 secciones cursantes de la inica
asignatura del area de Algebra que ofrecia el Departamento para ese periodo.

De acuerdo a lo anterior fueron 117 los sujetos participantes en la investigacion
los cuales quedaron estructurados de la siguiente manera: dos secciones (501 y 561) del
Curso Sistemas Numéricos (correspondiente al area de algebra), 2 secciones (511 y 561)
de alumnos de nuevo ingreso, asi como 2 secciones de alumnos rezagados y repitientes
(secciones 512y 562).

Luego, se procedid a establecer contacto con los docentes administradores de estas
secciones, y se pidio su colaboracion en cuanto al tiempo oportuno y la dindmica general
para la aplicacion del Instrumento en los horarios respectivos.

Una vez obtenidas las respuestas se paso a la fase de digitalizacion de las mismas
en formato matricial. En total fueron 117x20=2340 las respuestas procesadas.

Procedimiento analitico de los resultados obtenidos con la
aplicacion de la EVAPAL

El andlisis aplicado fue del tipo comparativo en relacion con las respuestas dadas por
los expertos, éstas se constituyeron en una especie de banco institucional de respuestas. Se
compararon las contestaciones de los estudiantes a fin de establecer los errores y aciertos
cometidos en la resolucion de problemas y/o ejercicios de cada item. También el analisis
fue confirmatorio de las teorias y/o hallazgos precedentes.En las respuestas obtenidas se
estuvo pendiente de aquellas que, en relacion con la manipulacion de letras, estuvieran
en correspondencia con la clasificacion de Kuchemann (1980); ademas, la indagacion
tuvo caracter exploratorio, de acuerdo con esto se estuvo atento a todas las caracteristicas,
tanto de fondo como de forma, de las respuestas sin importar si eran erradas o correctas,
es decir cualquier detalle significativo para el investigador fue considerado importante
para el examen.

Los hallazgos se presentan a continuacion:

Confusién en la construccion de un concepto

Resulta significativo que ante el item que pedia “definir ecuacion”, de 117
estudiantes solo 68 lo respondieron, lo que equivale al 58,12 % de los participantes. De
este porcentaje, inicamente 17 alumnos (25%) utilizaron el término igualdad en la
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definicion. Por ejemplo, las siguientes son algunas de las respuestas obtenidas: “es una
igualdad donde vamos a buscar el valor de una variable. x+2=3", es una igualdad en
la cual se debe hallar una o mas incdgnitas 2X+4=0”, “es buscar el valor de la variable
0 incognita que satisfaga la igualdad 3x=9".

Ademas, estos ejemplos no puede pasar desapercibidos, pues en ellos se materializa
una confusion reiterada muchas veces entre el concepto y el proceso, o mejor dicho entre
concepto y algoritmo. Una muestra de esto sucede cuando se interroga a los estudiantes
acerca del concepto de minimo comin multiplo, y la respuesta conseguida es que consiste
en seleccionar, de los factores primos de una descomposicion de enteros, los factores
comunes y no comunes con su mayor exponente y multiplicarlos. También ocurre en el
algebra superior en torno al concepto de independencia lineal, en la mayoria de los casos
se recurre a escribir al vector nulo como combinacion lineal de los vectores que se dan
y la meta trazada es conseguir que los escalares usados sean todos ceros.

En ambos casos, el concepto es difuminado en un algoritmo el cual lo envuelve.
Lo dicho se ve mas claramente en la tltima respuesta a través de la expresion “es
buscar...”.

Otras definiciones que despertaron curiosidad es la de matriz como: “conjunto de
nameros representados en filas y columnas™, “conjunto de operaciones agrupadas en
formas de columnas o filas encerradas entre (6 ], ““Matriz= Conjunto de ecuaciones
entre filasy columnas”. El estudiante, de forma erronea, introduce el sustantivo conjunto
y define matriz Gnicamente por su apariencia visual.

Lo anterior muestra que en algunos casos existe evidencia de un descuido que obvia
lo fundamental en la elaboracion de los conceptos de los objetos algebraicos igualdad
y matriz.

En cuanto a la definicion de vector, ninguna respuesta incluy6 este objeto como un
elemento de un espacio vectorial. Resulto interesante la reiteracion de la interpretacion
del vector como “segmento de recta que posee mddulo, direccion y sentido”, que, sin
ser un planteamiento equivocado enfatiza inicamente su condicion fisica. Consideramos
importante estudiar hasta qué punto esta concepcion del objeto vector puede constituirse
en un obstaculo epistemologico (BACHELARD, 2007, p.15) para su compresion desde
el punto de vista del dlgebra superior.

Interpretaciones del signo de igualdad (=)
Interpretacion aritmética

En lo que respecta a la interpretacion del signo de igualdad (=) se puede afirmar,
en términos generales, que su caracter polisémico es fuente de multiples confusiones
en los estudiantes. Se confirma el planteamiento de Vergnaud y otros (1987) en cuanto
a la preeminencia de un empleo de tipo aritmético®, esto se desprende del analisis a las

2 Se refiere a la interpretacion del signo igual como sindnimo de efectuar, resolver, operar, etc.
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respuestas al item que pedia corregir la igualdad “7+4=9"%, éste fue respondido por 77
estudiantes, y de esta cantidad, 56 personas (casi el 65 %) lo hicieron con el argumento
de que 7+4=11. Esto confirma el trabajo Kieran y Filloy (1989) en cuanto a que los
estudiantes asumen el signo de igualdad como sinénimo de hacer algo predominando la
tendencia a mantener interpretaciones aritméticas. Igualmente corrobora que en los objetos
aritméticos habitualmente predomina la concepcion procedimental* (ANDONEGUI,
2009), tal como sefiala este autor, aqui el énfasis es puesto en lo computacional, en el
calculo del resultado de las operaciones.

Esta interpretacion aritmética del signo de igualdad se contrapone al uso algebraico
de éste como simbolo de relacion de equivalencia entre los dos objetos colocados en los
lados izquierdo y derecho de ¢l (VERGNAUD, 1987) descuidando asi su faceta algebraica
como es su aspecto relacional, por ejemplo 7+4=(7+2)+2. En ésta ultima, la igualdad
funciona como un espejo para los objetos, éstos, pese a su diferencia sintactica, son los
mismos en ambos lados, en este caso a la derecha se interpreta 9 como 7+2, mientras
que a la izquierda 4 es visto como 2+2, por supuesto existen otras potenciales maneras
de entender la correccion como las que se describen en el punto 2 al pie de la pagina.

Lo anterior supone percibir lo estructural del signo de igualdad en el que lo
fundamental es la perspectiva de totalidad. En ésta la igualdad 7+4=9 es vista no como
un proceso que invita a operar, sino como un objeto en el cual es posible conseguir
relaciones entre los numeros 7,4y 9, y entre éstos y la operacion de adicion, de tal manera
que se puedan captar “las posibles transformaciones que permitan pasar a expresiones
aritméticas equivalentes” (ANDONEGUI, 2009).

Interpretacion procedimental

En la misma direccion de lo anteriormente planteado se encuentra la pregunta:
(Cudl es el valor de x?, si 7.7.7.7.8 = 7.7.X.7. La respuesta correcta a esta pregunta
se puede obtener de varias maneras, sin embargo, a través de la vision de totalidad,
consiguiendo relaciones entre los numeros involucrados y la operacion multiplicativa
se optimiza la respuesta y se minimiza la posibilidad del error. Una vision procedimental
del signo de igualdad se consigue en las siguientes respuestas, obsérvese la ausencia
total del planteamiento de relaciones con lo cual se incrementa las posibilidades de
equivocacion:

3 Obsérvese que haciendo una interpretacion relacional (ANDONEGUI, 2009) del signo de igualdad se pueden
conseguir diversas correcciones tales como (7+4)-2=9 6 7+4=2+9, 7+4=9-2+4, etc.

4 Sfard (1991), citado por Andonegui (2009), afirma que muchos conceptos matematicos pueden ser vistos como
objetos y como procesos. El primer caso, se corresponde con una vision de totalidad (concepcién estructural)
y tiene las caracteristicas de actual, estética, instantanea e integrada; mientras que en el segundo (concepcion
procedimental) es potencial, dinamico, secuencial y desglosado en detalles.
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7.7.7.7.8=19.208 Sabemos que 7.7.7.7.8=19.208 74.8 = 343.56 224=343.x
7.7.7=343 para hallar el valor de la “X” en el 19208 = 19208
7.7.7.56= 19.208 —> 0 lo que es otro miembro solo multiplique los x=56

) _ factores faltantes que son 7y8, asi el 224
igual 7.7.7 (7.8)= 19.208 valor de X=56 343~
= 224
T 343

Mientras que en el siguiente cuadro se recogen algunas respuestas que pueden ser
vistas como obtenidas a partir del establecimiento de relaciones:

7.7.7.7.8=7.7x.7=n7.8=X 7.7.7.7.8=7.7x.7 X=7.8=56 7.8=56
=n56=x 56=x
X=56

Confusion con el signo de implicacion logica

Otra evidencia hallada y considerada importante se refiere a la confusion que
mostraron algunos estudiantes con el significado, y por ende con el correspondiente uso,
de los signos de igualdad (=) y el de implicacion logica (= >). En el siguiente cuadro se
exponen los 3 ejemplos especificos que se consiguieron:

[8+(8.2)>8+16=24 [=8+(28)=>8+16 =24 [ a2+ b? = (a+b)? |

Con este manejo irregular de ambos simbolos se expone una notable limitacion
relacionada con el lenguaje algebraico. En efecto, el signo de implicacion logica (= >)
permite enlazar enunciados del tipo proposicional colocados a ambos lados de €1, y en
si mismo tiene el valor de una proposicion; mientras que el signo de igualdad también
tiene un valor proposicional, pero los planteamientos colocados a su derecha e izquierda
no tienen sentido para proposiciones.

Reconocimiento de patrones

Elitem ntimero 2.5 planteaba: ;Cual es el valor de Z+ X ?, sabiendo que los nimeros
61, 59, 56, 52, z, y, X, se generaron siguiendo un cierto patron de regularidad. Como se
puede ver éste exigia, en primer lugar, reconocer el patron que seguian los nlimeros en
la sucesion, y para responder satisfactoriamente la pregunta se debia efectuar la suma.
Se observa que los nimeros en esta serie se obtienen restando consecutivamente 2, 3,
4,5, 6y 7,de tal manera que la sucesion viene dada por 61, 59, 56, 52, 47(z), 41, 34(x).
En consecuencia z+x=47+34=81.

De 117 estudiantes, solamente 54 emitieron respuesta, esto es el 46,15% de los
participantes, mientras que los 63 que no respondieron esta pregunta corresponden al
53,85%. Para el analisis se tomo en cuenta el efectivo reconocimiento del patron para
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cada caso, es decir, la respuesta se considerd correcta si se consiguidé z=47 y x=34,
obviando cualquier detalle relacionado con el paso dedicado a la operacion de adicion.
En el siguiente cuadro se recogen los resultados discriminados por grupo.

Reconoce No reconoce
A 1 4
B 5
C 0 2
D 2 2
E 1 6
F 7 7
Total 26 28

Como se puede observar, de los 54 alumnos que respondieron esta pregunta solo
26 lo hicieron acertadamente. Esto indica, segln criterio de los autores, un bajo nivel en
el proceso del pensamiento algebraico relacionado con el reconocimiento de patrones.

Uso e interpretacion de las letras
Las categorias de Kiichemann

La investigacion de Kiichemann (1980), realizada en los inicios del PME, (Psicology
of Mathematics Education) y luego del tercer Congreso Internacional de Educacion
Matematica (ICME 3), constituye una referencia obligatoria para cualquier experiencia de
indagacion relacionada con la manipulacion de las letras en didactica de las matematicas.
Esto es asi por varios aspectos, entre los cuales esta el rigor con el que se llevé a cabo,
la magnitud de los sujetos que involucrd tal estudio asi como la profundidad de sus
conclusiones. Este autor establecid seis categorias en el uso de las letras, las primeras
tres pueden considerarse indeseadas, mientras que las restantes debieran ser un objetivo
central en la ensefianza de las matematicas. Las categorias son: letra evaluada, letra no
considerada, letra considerada como objeto concreto, letra considerada como incoégnita
especifica y letra como variable. En el presente estudio se confirmd la clasificacion de
este autor en relacion con el uso e interpretacion que se le dan a las letras.

Letra evaluada

Ante el item ;Qué significa la expresion 1500L + 2000S ?, sabiendo que se
compraron L lapices a Bs. 1500 cada uno y S sacapuntas a Bs. 2000 cada uno, las siguientes
son algunas de las respuestas conseguidas: “‘L=1500, S=2000 y 1500L+2000S significa la
suma de ambos productos™, ““2.750.000+4.000.000=6.750.000 Bs.””s, “Que se invirtieron
2.250.000bs en lapices y 4.000.000bs™, 1500(1500)+2000= (2000)=(1500)* + (2000)>

5 En el registro aparece expresamente la multiplicacion de 1500 por 1500, aqui se escribe tal como se escribid
el resultado.
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”, etc. En la clasificacion, de Kiichemann (1980), sefiala Palarea (1998), lo anterior se
corresponde con la categoria niimero uno (1) de letra evaluada. Aqui el estudiante, para
eliminar la incertidumbre que le ocasionan las letras, le asigna un valor numérico desde
el principio, evitando de esta manera trabajar con algo que ¢l desconoce.

En los siguientes planteamientos se recogen otros ejemplos de la misma categoria, en
este caso la pregunta del item es, ;A qué es igual a+b+c 2, si se sabe que a+b=9. Algunas de
las respuestas que demuestran la asignacion de valores particulares fueron: “ay b pueden
ser nimeros enteros que cumplan con la condicion a+b=9. Ejemplo4+5=9~, “a=4, b=5,
¢=07, “56+4=9+2=11 es decir las letras son nimeros enteros que estan sumando”, “ayb
son nimeros reales los cuales su suma da igual al entero 9. Ejm: 6+3=9 0 4,5+4,5=9",
“9+3=el valor de 3 seria 3 ya que la suma de a+b es (5+4)”,

Letra no considerada

En la categoria nimero dos de Kiichemann (1980), letra no considerada, se insertan las
siguientes respuestas: ““Que se suma el valor de los lapices y sacapuntas, 1500+2000=3500
Bs™, ““3500L"", ““3500 un l&piz y un sacapunta”, ““1500+2000=3500", “1500 +2000=
3500 una inversion negociable”, ““1500 es el costo de los lapices, 2000 es el costo de los
sacapuntas, adicion”. Estas respuestas indican que no se tomaron en cuenta las letras, esto es
laletra es ignorada o, en el mejor de los casos, se reconoce su existencia sin darle significado,
con lo cual se asume que la letra esta ahi pero es posible prescindir de ella.

Al igual que en el caso anterior, también se consiguieron las siguientes respuestas
en las cuales se muestra el desconocimiento de la presencia de la letra: “Depende de el
valor de ¢ porque si a+b=9 entonces sera 9+c=9c¢”, “a+b+c=si a+b es =9 entonces
quedaria 9.c € R”.

Letra considerada como objeto concreto

Es una practica comtn en matematica establecer un vinculo entre el objeto y el
simbolo empleado para su representacion, de tal forma que ésta lltima resulte lo menos
arbitraria posible, un ejemplo de esto es la costumbre de utilizar la letra | para la longitud,
pues “proporciona un tipo de representacion algebraica con un componente mnemotécnico
para la interpretacion de la variable. Proyecta la notacion matematica en el idioma del
lector y da pie a la pretension de que las matematicas estan escritas en ese idioma”
(PIMM, 2002, p.185). Sin embargo, como nos sefala este mismo autor “no hay por qué
adherirse sin mas de manera rigida a este sistema mnemotécnico de denominacion. Al
contario, la asignacion de x ¢ y a muchas variables es convencional, con independencia
de los referentes” (PIMM, 2002, p.189).

Precisamente en la exploracion efectuada se hallaron evidencias de que las letras
son tomadas en cuenta por lo que sugiere su expresion literal y no por su significado
contextual lo que, segin Palarea (1998), se inserta en la categoria numero tres de letra
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entendida como objeto concreto, en la clasificacion de Kiichemann (1980). A continuacion
se muestran algunos ejemplos de respuestas: “L= lapices, S= sacapuntas. Cada lapiz
vale 1500 y cada sacapunta vale 20007, ““1500 lapices+2000 sacapuntas™, “Un lapiz+
un sacapunta”, ““1500 por cada lapiz y 2000 por cada sacapuntas™, ““Que se tiene 1500
lapicesy 2000 sacapuntas™, ““Que gastaron 1500 bs en lapices y 2000 bs en sacapuntas”,
““Que se compraron 150 lapices y 2000 sacapuntas”™, “Que se tiene 1500 lapices y 2000
sacapuntas. Esto es indicativo de que la letra se contempla como un signo taquigrafico que
denota el objeto en si mismo (lapiz y sacapuntas), esta manera de reducir el significado
abstracto de las letras a objetos particulares imposibilita al estudiante distinguir entre los
objetos concretos y las cantidades especificas de esos objetos, en este caso las letras L
y S indicaban, respectivamente, la cantidad de lapices y sacapuntas y no los lapices y
sacapuntas como objetos especificos.

Letra considerada como incégnita especifica

Con respecto a la categoria numero cuatro de Kiichemann (1980), correspondiente
a la letra considerada como incognita especifica, se debe sefialar que ésta representa un
estado satisfactorio de su uso. Lo que caracteriza este nivel es que se opera con la letra
directamente, aun cuando se esta conciente de que la misma es un nimero desconocido,
pero con atributos especificos En este sentido algunos participantes dieron demostracion
de estar ubicados en esta categoria. Se insertan aqui algunas de las respuestas que justifican
este sefialamiento: ““Significa el costo total de la compra ya que se tiene el costo de
cada lapiz y de cada sacapuntas™, “‘La suma de la cantidad en Bs. de los productos

comprados™, ““Significa la suma total de gastos en la compra de los articulos segun
Sy L”, “Significa el total gastado en la compra™, “Que al multiplicar la cantidad de
lapices (L) con 1500y la cantidad de sacapuntas (S) por 2000 se obtendran dos valores.
Sumandolos da el precio total gastado.”, ““Representa la cantidad en Bs que habria que
pagar para comprar 1500 lapices y 2000 sacapuntas™, ““La adicion de L lapices a Bs.
1500 y S sacapuntas a Bs. 2000 c/u”, ““El costo total a pagar segun sea el numero de
lapices y sacapunta a comprar”, etc. Por supuesto, todas éstas son respuestas correctas,

esto indica que este nivel es el deseable para estos estudiantes.

Otras dificultades con las expresiones algebraicas
Reconocimiento y aceptacion

Ademas, se encontraron dificultades para reconocer y aceptar expresiones abiertas
tales como 3+a+a+a+10, lo cual coincide con lo expuesto en el trabajo de Ursini, Escarefio,
Montes y Trigueros (2005). En este sentido, la expresion es vista como incompleta por
algunos estudiantes quienes no aceptan la falta de clausura de ésta (SOCAS; CAMACHO;
HERNANDEZ, 1998), el conocimiento expuesto aqui, el cual es cierto en contextos
numéricos (aritméticos), es que el signo + (mas) uniendo dos “cosas” genera una tercera
“cosa”. Otro ejemplo que permite apuntalar tal aseveracion se encuentra en el item que
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pedia escribir “un trinomio cuadrado no perfecto”, ante el cual algunos procedieron a
escribir una ecuacion cuadratica, por ejemplo: x> +2xX + 1 =0.

También se puede observar en la respuesta a la pregunta ;A qué es iguala+b +c¢ ?,
si se sabe que a + b = 9. Algunos de los hallazgos son los siguientes: ““(a+h)+c=0, 9+c=0,
C=-9. Por lo tanto a+b+cesigual acero”, “a+b-+c=x,9+c=x,9+x=c”. Esto muestra
la casi necesidad que tiene el estudiante de igualar la expresion algebraica, o biena cero d ala
letra X, con lo que obtiene una igualdad que le es familiar, esto evidencia que no asume como
validas las expresiones “abiertas” x> +2x + 1 y a+b+c. En el caso de esta ultima hay una doble
complejidad pues la respuesta esperada es otra expresion abierta tal como 9+c.

Similarmente ocurre con el item que pedia escribir los primeros tres términos de
la sucesion definida por 4n - 3, el cual fue respondido por 35 de los 117 estudiantes. Las
siguientes son dos respuestas halladas:

4n-3=0 4.1-3=0
4n=3 4.2-3=0
N=3/4 4.3-3=0

En el primer caso, la persona no so6lo no percibe que estd en presencia de una
sucesion, sino que toma la expresion dada sin contexto alguno, la cierra igualandola a cero
y resuelve la ecuacion. El segundo alumno se diferencia, pues si toma en cuenta que debe
asignar los valores 1,2 y 3 a la variable, pero andlogamente cierra la expresion igualandola
a cero. Este analisis confirma lo que establece Filloy (1999) en cuanto a que “el sujeto
completa la expresion, a fin de poder leerla en contextos que le son familiares” (p.34)

Lectura'y comprension

Por otra parte, se detectaron debilidades en la lectura de contenidos matematicos y
por ende en la comprension de los mismos, esto se manifestd muy concretamente en el item
que pedia traducir al lenguaje natural la proposicion |-X| = |X| lo que algunos participantes
hicieron como, “valor absoluto de menos equis es igual al valor absoluto de equis™, o
““el valor absoluto de -x es igual al valor absoluto de x*, 1o cual es una muestra de una
lectura literal que le impide al estudiante comprender lo sustantivo de la propiedad ya
que esta forma de enunciar la proposicion no permite la aprehension de su contenido
fundamental®. Con esta misma proposicion se consiguio: “Tal que —x es igual x, “Tal que
—X esigual a X positiva”, “Menos x es igual a X los cuales reflejan un deficiente manejo
del simbolismo matematico. Obsérvese que en los dos primeros casos la expresion tal
que es colocada de manera aislada, desarticulada, sin una comprension de que la misma
significa una condicién que debe cumplir un objeto matematico particular del que ya se
ha hecho mencién anteriormente.

6 Un tipo de lectura eficiente seria, por ejemplo, son iguales los valores absolutos de cualquier nimero y su
opuesto.
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Los dos siguientes se caracterizan por obviar el simbolo del valor absoluto con
lo que se invisibiliza su concepto como funcion real de variable real con interesantes
propiedades, obviamente esta lectura es poco comprensiva pues vacia la carga semantica
del signo como medio para la transmision de ideas matematicas.

En la misma direccion se encuentran los siguientes ejemplos en relacion con el
item de lapices y sacapuntas: “1500 multiplicado por L mas 2000 multiplicado por
S”, ““Un factor més otro factor o el producto de dos nimeros més el producto de otros
dos nimeros™, “Una suma’, “Que la suma de los valores da como resultado un valor
directo”, “Una suma de operacion”, ““Que es una suma de nimeros reales por ejemplo
a+b”, “Lasuma algebraica: donde L=n°de lapices y Donde S=n° de sacapuntas™, “No
puede ser una adicién porgue tiene distintos elementos”, “Una operacion matematica”,

etc.

Se destacan estos enunciados no porque denoten algtin estado de confusion o de error
por parte del estudiantado, sino por la simplificacion que en ellos se hace de la expresion
algebraica 1500L+2000S; es decir, estos planteamientos son demostraciones de que la
anterior expresion se ha leido literalmente, se manipula un signo “vacio de contenido,
prestandole escasa o nula atencion a los significados de los mismos” (BEYER, 2006,
p-145) perdiéndose asi el contenido fundamental que en ella subyace, que en este caso,
significa el costo total de lo invertido en comprar L cantidad de lapices y S cantidad de
sacapuntas a Bs. 1500 y 2000 cada uno respectivamente.

Esta insuficiencia lectora probablemente esta relacionada con la competencia
escritural, en este sentido resulta emblematico la siguiente redaccion ““es una cantidad
de elementos sin nimeros™ el cual aparece en el item que pedia escribir los conjuntos
vacio y con infinitos elementos.

Lenguaje natural y simbolismo matematico
Signo de elemento opuesto “-“(menos)

11313

En algunos casos el signo (menos) fue tomado como indicador del caracter
negativo de un nimero. Un ejemplo lo tenemos al intentar escribir en lenguaje natural
la proposicion |-x| = |X|, en la que se encontr6 el siguiente enunciado: “Falso el valor
absoluto de un nimero no puede ser negativo”, lo que demuestra que, efectivamente, se
esta interpretando -X como un nimero negativo. En este caso, el estudiante no es capaz
de entrar en conciencia de que si, por ejemplo, -X =4, entonces X = -4, y la relacion que
¢l tiene en mente es totalmente contraria a lo que sucede realmente.

Ain mas, esta ultima interpretacion puede pasar inadvertida en la siguiente respuesta:
“el valor absoluto de un nimero negativo es igual al valor absoluto del nimero positivo™,
que es cierta si se pasa por alto que excluye al nimero real cero. Pero lo mas significativo,
y que puede resultar muy engafioso aqui, es el riesgo de que tal traduccion se haya realizado
tomando a -X como indicador de un niimero negativo y a X como un niimero positivo.
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El item 4 tenia como proposito indagar en torno a las habilidades para traducir del
lenguaje natural al lenguaje simbolico, concretamente se pidioé simbolizar el siguiente
planteamiento: El cuadrado de un nimero, aumentado en uno, no supera el doble del
mismo numero, disminuido en tres. Ante éste hay que sefialar que para evitar confusion
en la interpretacion se coloc6 intencionalmente la expresion “aumentado en uno’” como
una oracion intercalada, e igualmente se coloc la ultima coma para separar la expresion
“disminuido en tres” de tal manera que no resultara ambivalente su escritura correcta

como x>+ 1<2x- 3. Se sefiala que solo 3 estudiantes escribieron la respuesta correcta.
Otros se aproximaron al escribir X> + 1 < 2X - 3 lo que se explica pues no consideran la
alternativa igual como una opcion para la negacion de la propiedad de superar o estar
por encima de.

Sin embargo, otra aproximacion interesante es X*> + 1 = 2x - 3, pues es todo lo
contrario del ultimo caso, en ésta es tomada la igualdad como unica alternativa para
negar ser mayor que, obviando la posibilidad de ser menor. Estos hallazgos evidencian
un empirismo en la manipulacion del concepto Ser mayor que, dado que éste no se
contextualiza ni es visto a la luz de la propiedad de tricotomia valida para los nimeros
reales.

En otros casos se consiguen: (N +1)><2n-3, x> +1<2(@) - 3, x>+ 1=2(x+ 1)
#3, X2+ 1 # 2x% -3 las cuales destacamos porque, pese a estar mal escritas pues no se
corresponden con la expresion dada, creemos que son facilmente corregibles. Afirmamos
esto dado que también existen evidencias de una palpable carencia en la habilidad para
pasar del lenguaje natural al lenguaje simbolico. En algunos casos se hace un ensayo con

expresiones concretas tales como: 22+ 3, 22+ 1 =3, @' =&, 321 .6 -3, ademas hubo
3

quien escribio si lo supera, lo que demuestra una ausencia de comprension no sélo del
enunciado, sino de la instruccion dada.

Interpretacion del infinito

La pregunta 9 pedia escribir los primeros tres términos de la sucesion 4n-3.
Afirmamos que en ésta se pone en juego la habilidad para manejar el infinito potencial
en su forma discreta. En efecto, se debe reconocer el caracter dinamico de tal expresion,
supone la posibilidad de ir mas alla, de dar un paso mas. Lo contrario es verla como una
expresion estatica, esto es, con un sentido acabado que no incita al movimiento. Es lo que
ocurre cuando se hace 4n-3=0, se interpreta la sucesién como una ecuacion, perdiéndose
asi su principal caracteristica distintiva.

De los 35 estudiantes que la respondieron s6lo 22 consiguieron acertar. Atin cuando
esta cuantificacion nos revela una dificultad para el manejo de expresiones que involucren
el concepto de infinito, no es suficiente para especular en relacion con la concepcion que
tienen los estudiantes del infinito potencial y el infinito actual, creemos que los hallazgos
no son concluyentes, por lo que ameritan una mayor profundizacion.
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Interpretacion de la fraccion

Para resolver el problema ¢En cuénto tiempo se llenara el resto de una botella?,
sabiendo que 3/4 de ella se ha llenado en 2 minutos, se requiere interpretar la fraccion
como parte de un todo. En este caso el todo viene dado por la botella que ha sido dividida

en cuatro partes imaginarias, cada parte representa 1 dela botella, y de acuerdo a los
4

datos las primeras 3 de las cuatro partes se llenan en 2 minutos. Aqui conviene destacar
que lo que se pide es el tiempo en que se llenara la Gltima parte.

En primer lugar, llamo la atencion la ausencia de algin dibujo que sirviera de referente,
es decir los intentos por resolver el problema no contemplaron la elaboracién de un modelo
de referencia conceptual como lo es el dibujo, por ejemplo de un liston, perdiendo asi la
posibilidad de un modelo concreto en el cual abstraer los datos del problema.

Otro detalle es el relacionado con la interpretacion de la expresion el resto de la
botella, el cual en algunos casos no se tomd en cuenta, al no contemplarla lo que se
hace es considerar el tiempo total de llenado. Otras respuestas tales como 10 minutos, 5
minutos, son dadas de forma aislada, lo que impide un mayor analisis, sin embargo llama
la atencion que se descuida un aspecto importante en la resolucion de un problema como
lo es la evaluacion de la respuesta, en este caso una reflexion tal permitiria visualizar
la equivocacion pues el tiempo de llenado de ese cuarto debe ser menor que el que se
empled para llenar la primera parte.

Otras respuestas que llamaron la atencion son las siguientes: No se porque de
cuanto litros es la botella, Depende del tamafio de la botella (litros), Depende de cuantos
litros tenga la botella, éstas constituyen una muestra de una marcada debilidad para la
compresion del enunciado del problema y por ende de su resolucion.

Notacion referida a la teoria de conjuntos

La pregunta 10 del instrumento EVAPAL pedia definir a través de una propiedad, y con
la notacion de llaves, el conjunto vacio y un conjunto con infinitos elementos. Cabe destacar
el caracter especifico de la pregunta, se redacto de tal manera que no permitiera definiciones
generales, ni a través de relaciones conjuntistas. Por ejemplo, se trat6 de evitar definiciones del
conjunto vacio tales como, el conjunto que carece de elementos, o conjunto de cardinal cero,
o0 como la interseccion de un conjunto con su complemento, etc.; en el caso de un conjunto
con infinitos elementos se descartaba la alternativa de definirlo como aquel conjunto que se
puede poner en correspondencia biunivoca con cualquiera de sus subconjuntos, etc.

Se trat6 de indagar en relacion con el manejo del simbolismo propio de la teoria
de conjuntos, lograndose establecer las siguientes categorias:

(a) Define correctamente el conjunto vacio a través de una propiedad: Se
consiguieron las cuatro tinicas siguientes respuestas correctas: A= {X € R x> + 1 =0}
yA={Xe N|x=-x},A={xez]|x*=-3},a= {X/Xesreal y x2 < 0}
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(b) Define correctamente un conjunto infinito a través de una propiedad: Dos
respuestas correctas S= {x e R| x> 1} y {x € R | x> 5}.

(c) Sefiala el conjunto vacio sin dar alguna propiedad que lo defina: Este tipo de
respuesta fue notable por su elevado niimero: A= { }

(d) Sefiala un conjunto de cardinal infinito sin dar alguna propiedad que lo defina:
A={0,1,2,34,...,+0},N={0,1,2,3,....},R

(e) Intenta definir un conjunto infinito, pero sefiala uno de cardinal finito:
01234561, A= {xew/3=1} A= (0125, n.

(f) Otros: Confusion en el manejo del simbolismo para operar con conjuntos, se
sefiala una propiedad conjuntista de manera aislada, se recurre al simbolo de conjuntos
conocidos, se cometen errores en el uso del lenguaje algebraico (errores en la sintaxis):
Aqui se ubican los siguientes ejemplos:

A= (XX e N*}, A= (R), B=x+1,x+2,x+3,..x+2..., {R}. A+B={AcB=¢}.

También se confunden los conjuntos vacio y el conjunto cuyo elemento es el
conjunto vacio al escribir, ¢ ={¢}.

Llam¢ la atencion que asi como el conjunto vacio es tomado literalmente como
{ }, igualmente se tratd de extrapolar este hecho con el simbolo o y un conjunto con
infinitos elementos, esto se desprende de las respuestas siguientes: [-00, o *], A={x]|-c0<
x<o}, {-0,....,to0}, a={w}, {- 0, o}

Como se puede ver la anterior categoria sefiala una clara limitacion para operar con
la simbologia relacionada con la teoria de conjuntos.

A MANERA DE CONCLUSION Y/O REFLEXION

En lo concerniente a la aprehension y comprension de objetos, procesos y conceptos
propios de la matematica se cree que existe una vinculacion entre el desarrollo del lenguaje
natural y el lenguaje matematico que tiene incidencia en el proceso de enseflanza y
aprendizaje, y que lamentablemente pocas veces es tomado en cuenta, sino que, por el
contrario, tiende a pasar desapercibido.

Igualmente se estima que este aspecto no se puede descuidar, pues tiene que ver
precisamente con ese “lenguaje artificial escrito” (que denominamos translenguaje)
empleado constantemente para manipular y ensefiar los objetos matematicos, en particular
los algebraicos, y con el uso de simbolos con los que se suele transmitir dichos objetos.
Con esta denominacion hacemos referencia a ese lenguaje escrito hibrido que resulta de
la mezcla entre el lenguaje natural para comunicarnos y el lenguaje artificial matematico
caracterizado por el simbolismo. A nuestro modo de ver este translenguaje se genera pues, sin
ser propiamente puro, toma lo mas expresivo de cada cual, respetando sus reglas de sintaxis,
y creauno particular que los trasciende y que permite la comunicacion de ideas matematicas.
Un ejemplo de translenguaje lo tenemos en la expresion: “Sea X € R...”, aqui el verbo ser

Acta Scientiae, v.13, n.1, jan./jun. 2011 51



aparece escrito en lenguaje natural, mientras que el simbolismo X € R quiere decir que se
esta en la presencia de un numero real y que lo identificamos con la letra equis.

Desde nuestro punto de vista la relacion entre objeto y simbolo es paradojica ya que
este ultimo sin tener una relacion natural con el objeto lo hace “visible”, lo que al fin de
cuentas permite su manipulacion, y esto puede ser la causa de muchas limitaciones cuando
lo requerido sea alguna interpretacion concreta. En el caso especifico de la igualdad |x|=|-X|
el estudiante puede manipular el simbolo |- X| (y de hecho lo hace) creyendo que opera
sobre el objeto. Este lltimo es mas complejo de lo que él piensa pues con el simbolo - x
se representa un objeto que, en este caso, puede ser un nimero real cualquiera, incluso
un real positivo.

Para precisar lo anterior se subscribe el comentario de Pimm (2002) al afirmar
que “el peligro real y con frecuencia convertido en error efectivo, consiste en se tomen
como objeto de las matematicas los simbolos mismos, en vez de las ideas y procesos
que representan, realidades que indican y a las que se refieren el lenguaje y la notacion”
(PIMM, 2002, p.224).

Finalmente, al igual que Hitt (2003) se cree que “es importante iniciar una discusion
sobre el infinito potencial y el infinito actual entre los profesores de matematicas del nivel
de educacion media, y disefiar nuevas actividades que promuevan una mejor enseflanza
de este tema de matematicas” (p.110).
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