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RESUMEN

Un esquema de argumentacion es el razonamiento que un individuo utiliza cuando
explica, justifica o valida un resultado. Los esquemas de argumentacion, para su estudio se
clasifican en analiticos, empiricos, facticos, simbolicos y autoritarios. Los esquemas analiticos
se basan en un razonamiento deductivo y son la base de la demostracion matematica. En el
presente articulo se muestran los resultados de un experimento de ensefianza que tuvo como
objetivos determinar los esquemas de argumentacion de los integrantes cuando se enfrentan a
actividades de geometria euclidiana en un ambiente de Geometria Dinamica; y ver el desarrollo
de estos esquemas a lo largo del experimento. Se buscoé respuesta a las preguntas: (Es posible
pasar del uso de esquemas de argumentacion no analiticos al uso de esquemas analiticos y,
de ser asi, como seria esta transicion? ;Los esquemas analiticos llevan a una demostracion
matematica, de qué manera?

Palabras clave: esquemas de argumentacion, demostracion matematica, geometria dinamica,
experimento de ensefianza.

Esquemas da argumentac¢io em atividades de Geometria Dinimica

RESUMO

Um esquema da argumentagdo ¢ um tipo de raciocinio que um individuo utiliza quando
explica, justifica ou valida um resultado. Os esquemas de argumentagdo, para seu estudo, sdo
classificados em analiticos, empiricos, factuais, simbdlicos e autoritarios. Os esquemas analiticos
se fundamentam em um raciocinio dedutivo e sdo a base da demonstragdo matematica. No presente
artigo, sdo apresentados os resultados de um experimento de ensino que teve como objetivos
determinar os esquemas de argumentacdo dos participantes, quando enfrentam atividades de
geometria euclidiana, em um ambiente de Geometria Dindmica e observar o desenvolvimento
destes esquemas ao longo do experimento. Buscou respostas as perguntas: E possivel passar do
uso de um esquema de argumentac@o nao analitico ao uso de esquemas analiticos e, se for possivel,
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como seria essa transi¢do? Os esquemas analiticos conduzem a uma demonstracdo matematica?
De que maneira?

Palavras-chave: Esquemas de argumentacdo. Demonstragdo matematica. Geometria
dindmica. Experimento de ensino.

INTRODUCCION

Actualmente la sociedad en que vivimos ha sufrido una serie de transformaciones
que demandan una mejor preparacion de nuestros jovenes, si deseamos que se desempefien
con éxito en los ambitos laboral y profesional.

En el ambito de la educacion matematica, a pesar de los esfuerzos que se han
hecho por cambiar el enfoque de la ensefianza de esta importante disciplina, ésta se sigue
ensefiando de manera algoritmica y, principalmente, mediante conferencias magistrales
en las que el profesor dicta su catedra y el estudiante recibe, de manera pasiva, el mensaje
que se le envia.

En particular, la educacion matematica puede aportar a nuestros estudiantes el
desarrollo, entre otras habilidades, de la capacidad de pensar matematicamente haciéndolos
mas criticos y reflexivos. De acuerdo con Dewey (1989) el pensamiento reflexivo se da
en un contexto de accion en forma de una concatenacion de ideas, cada una de las cuales
es consecuencia directa de la anterior. De este modo, la Gltima idea es consecuencia o
conclusion de las anteriores. Esta concatenacion de ideas esta en la base del razonamiento
deductivo en el que se obtienen conclusiones particulares a partir de la aplicacion de una
premisa general.

En el presente articulo se hace una reflexion sobre la importancia del desarrollo
de un razonamiento deductivo y el papel que juega la demostracion matematica en tal
desarrollo. Se hace un recuento de los esquemas de argumentacion que utilizan estudiantes
y profesores en la validacién de resultados de actividades o problemas geométricos.
Finalmente se presentan algunos de los esquemas de argumentacion que fueron utilizados
por los asistentes a un taller sobre geometria con ayuda del software de Geometria
Dindmica, The Geometer s Sketchpad.

PENSAMIENTO REFLEXIVO Y LA ENSENANZA
DE LA DEMOSTRACION

En los diferentes curriculos del Nivel Medio Superior o Bachillerato mexicano han
habido reformas que apuntan a formar alumnos mas criticos y reflexivos (Escuela Nacional
Preparatoria, 1996, Colegio de Ciencias y Humanidades, 2003, Colegio de Bachilleres,
1993; Direccion General de Bachillerato: Bachillerato Tecnoldgico, 2004), principalmente
através de las competencias de pensamiento matematico y de razonamiento matematico.
Estas dos competencias fueron definidas por Niss (2003).
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o Pensamiento Matemadatico (dominio de modos matematicos de pensar), que
significa:

¢ Plantear preguntas caracteristicas de la matematica y saber el tipo de
respuestas (no necesariamente las respuestas mismas) que puede ofrecer la
matematica;

+« Extender el alcance de un concepto mediante la abstraccion de algunas
de sus propiedades y generalizando resultados a clases mayores de objetos;

+¢+ Diferenciar entre tipos de proposiciones matematicas (incluyendo afirmaciones
condicionales del tipo ‘si..., entonces...”, proposiciones con cuantificadores,
suposiciones, definiciones, teoremas, conjeturas y casos especiales); y

% Entender y manejar el alcance y las limitaciones de un concepto dado.
e  Razonamiento matemdtico que implica:
% Seguir y evaluar cadenas de argumentos planteadas por otros;

¢+ Saber qué es una prueba matematica (o qué no lo es) y en qué difiere de
otros razonamientos matematicos como la heuristica.

¢+ Descubrir las ideas basicas de una linea de argumentacion dada (en
particular una prueba), incluyendo la diferenciacion entre lineas principales
y detalles, ¢ ideas y tecnicismos; y

7

% Formacién de argumentos matematicos formales e informales y la
transformacion de argumentos heuristicos en pruebas validas, esto es,
demostrar proposiciones.

Consideramos que la definiciéon de Dewey de pensamiento reflexivo apunta a la
adquisicion de estas competencias y seria la base para el desarrollo de un pensamiento
critico. Segun este autor (DEWEY, 1910, p.3-5), el pensamiento reflexivo es una secuencia
de ideas de las cuales una de ellas lleva a la siguiente, cada ideas es un paso que lleva
de algo a algo (cada paso se conoce como término), cada término deja un deposito que
es utilizado en el siguiente, de forma que se tiene una especie de flujo que lleva a una
conclusion. Ademas el pensamiento reflexivo apunta hacia el conocimiento y las creencias
de la persona en hechos y verdades; induce la aceptacion o el rechazo de creencias en un
cierto hecho como razonablemente probable o improbable. En esta aceptacion o rechazo
de creencias se consideran las bases en las cuales descansan y sus consecuencias. Esto
ultimo constituye la base del pensamiento critico.

Seglin nuestro punto de vista, un pensamiento critico y reflexivo en los estudiantes
se puede lograr a partir del desarrollo de un razonamiento deductivo y de la capacidad
para resolver problemas, lo anterior haciendo uso de la tecnologia.

Desde el ambito de la enseflanza de la matematica, es posible acceder al
razonamiento deductivo a través de la ensefianza de la demostracion matematica, como
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lo plantea Fawcett en la obra Thenature of Proof (FAWCET, 1938 apud MCGIVNEY;
DE FRANCO, 1995), donde se afirma que el proposito del estudio de la demostracion
geométrica es cultivar el pensamiento critico y reflexivo; después de una encuesta sobre
la ensefianza de la geometria, el estadounidense Tercer Comité sobre Geometria llego a
la conclusion de que [...]

[...] hay un acuerdo casi unanime en que la geometria demostrativa puede ensefiarse

de manera tal que desarrolle el poder de razonar logicamente con mas rapidez que
otras materias escolares, y que el grado de transferencia de este entrenamiento
légico a situaciones fuera de la geometria es una medida justa de la eficacia de la
instruccion. Sin embargo, la mayoria de los participantes se inclinan hacia una misma
opinion: la pregunta, los maestros de geometria por lo general ensefian de manera
tal que se asegura la transferencia de aquellos métodos, actitudes y apreciaciones que
comunmente se dice que son mas faciles de transferir?, provoca un casi unanime y
desencantado ‘No’. (MCGIVNEY; DE FRANCO, 1995, p.552)

En México podriamos decir algo parecido: en los programas de matematica de los
niveles basico, medio y medio superior no se privilegia el uso del razonamiento en la
resolucion de problemas ni en la validacion de conjeturas. La mayoria de los programas
de matematica basica del pais (niveles primaria, secundaria y bachillerato) se basan en la
resolucion de problemas y en un uso mas practico y menos abstracto de la matematica, pero
poco se dice de la formacion de conjeturas y su validacion y del desarrollo de esquemas
de argumentacion en los estudiantes.

En el mejor de los casos, el razonamiento deductivo y la demostracion se plantean
como temas puntuales a estudiar en algunos programas de matematica de bachillerato.
Pero su estudio es mas como una cuestion informativa sobre como esta estructurada
tedricamente la matematica y coémo procede un matematico cuando se hace una
demostracion o como una manera de formalizar el conocimiento matematico. Esto se
hace, generalmente, en el contexto de la geometria euclidiana (FLORES, 2007, p.8-9),
y en contraposicion a la recomendacion hecha en el libro del profesor de secundaria
correspondiente a la reforma de 1993 seglin la cual se debe poner énfasis

[...] [en] la iniciacion gradual al razonamiento deductivo, en situaciones escogidas
por el profesor y teniendo en cuenta que el acceso a la demostracion en matematicas
es un objetivo que requiere tiempo y una preparacion cuidadosa. (ALARCON et
al.,, 1994, p.225)

Entre las dificultades para tener una comprension cabal de la demostracion
matematica y su papel en la argumentacion en el &mbito de la disciplina, y fuera de ella,
se tienen las siguientes (ALIBERT; THOMAS, 1991; BALACHEFF, 2000, BATTISTA;
CLEMENTS, 1995; DUVAL, 1991; FLORES, 2007; FUYS, GEDDES; TISCHLER,

Acta Scientiae, v.12, n.2, jul./dez. 2010 25



1988; HOYLES; JONES, 1998; MARIOTTI, 1997; MOORE, 1994; RADFORD, 1994;
SENK, 1985):

26

La concepcion de matematicas de profesores y estudiantes, en particular con
respecto a la validacion del conocimiento matematico, tanto el del propio
docente como el de sus alumnos. En la mayoria de los casos, el conocimiento
matematico se valida mediante los resultados de una prueba: si el resultado es
bueno, podemos decir que el estudiante ha aprendido matematica; mientras
que el conocimiento del profesor casi nunca se pone en duda y, por tanto, no
es necesario validarlo.

La transicion de una matematica practica a una matematica formal; esto en
términos de la “formalidad” y el rigor que debe tener la matematica escolar, en
contraste con la matematica que el alumno ha aprendido en niveles escolares
inferiores y en &mbitos no escolarizados. Como mencionamos, la mayoria de los
programas de matematicas tienden a ver la matematica desde un punto de vista
mas practico a partir de la resolucion de problemas, pero la manera de hacerlo es
muy automatica y, por lo general se sigue una especie de algoritmo de resolucion
de problemas, como los pasos definidos por Polya (1989). La formalidad en la
matematica se deja para niveles superiores o se habla de ella como una mera
curiosidad, utilizando un lenguaje por lo demas hermético para el estudiante.

La forma en que se plantea su enseflanza en los diferentes programas de
matematicas. Por lo general, como un tema a tratar de manera puntual y aislada en
un cierto momento del programa: el razonamiento deductivo no se plantea como
una habilidad a desarrollar en los alumnos, sino inicamente como el método que
usan los matematicos para demostrar conjeturas y, como tal, es un tema mas a
ensefiar cuya importancia es meramente informativa y secundaria.

La calidad del conocimiento matematico del profesor sobre la materia que se
pretende ensefiar. Debido a la forma de capacitacion y formacion de profesores
en México, no es sorprendente que el nivel de dominio de la matematica
de nuestros docentes sea baja, por lo general limitada a lo que se dice en el
programa. Recientemente se han abiertos algunos postgrados en Matemética
Educativay Educacion Matematica en universidades publicas y privadas, pero
en estos postrados no cambia la forma algoritmica y tradicional de ensefiar
matematica; asi pues, se concibe a la matematica como una serie de recetas
que se deben aplicar en determinados momentos.

La capacidad de los profesores de matematica para utilizar un razonamiento
deductivo en la argumentacion matematica y su habilidad para realizar
demostraciones matematicas. El docente de los niveles basicos no utiliza
dicha capacidad como parte de su argumentacion en el aula y para validar
conjeturas. Cuando se trata de llevar a cabo una demostracion es comun que
haya una confusion entre la hipdtesis y la conclusion o que se recurra a una
explicacion empirica para mostrar la validez de sus conclusiones.
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Otro aspecto que no podemos dejar de lado en la educacion matematica es el uso
de tecnologia, especialmente la Tecnologia de la Informacion y la Comunicacion, y el
Software Educativo. Asi, el uso de Software Dindmico proporciona al estudiante (y al
usuario en general) una oportunidad para desarrollar un pensamiento reflexivo en un
contexto tedrico (HOYLES; JONES, 1998; SUTHERLAND, OLIVERO; WEEDEN,
2004; HANNA, 2000; PRESSMEG, 1999; FURINGHETTI; PAOLA, 2003). La funcién
de arrastre de los programas de Geometria Dindmica constituye, en un principio, una
forma de probar la correccion de una construccion; cuando se utiliza la funcion de arrastre
habitualmente, como parte de actividades interpersonales, su funcién puede cambiar a la
de un signo o herramienta psicoldgica) que se refiere a un significado, el significado de
la correccion teorica de la figura. MARIOTTI, 2000, p.36-37).

Segun Straesser (2001, p.332):

El uso de la Geometria Dinamica amplia la gama de construcciones geométricas
y soluciones accesibles. Si esta herramienta se convierte en instrumentos de uso
diario en manos y mente del usuario, le ampliara la gama de actividades posibles,
le proporcionara una ruta de acceso a reflexiones mas profundas y a exploraciones
y heuristicas mas refinadas que las que se pueden obtener con la geometria de

papel y lapiz.

Una manera de hacer que la Geometria Dinamica propicie el desarrollo de
un razonamiento deductivo es a través de actividades de exploracion (INSTITUTO
POLITECNICO NACIONAL [IPN], 2006; FLORES; GOMEZ, 2009) en las que se
propicie la formulacion de conjeturas y la realizacion de exploraciones que representen
los casos posibles. Las actividades son de tipo inductivo y pueden dar lugar a preguntas
que exijan una demostracion, como resultado de sus exploraciones.

En la mayoria de este tipo de actividades, los estudiantes se ven en la necesidad de
explicar el porqué sus conjeturas son ciertas o porqué su construccion funciona, es decir,
se pone en juego un patron de validacion (BROUSSEAU, 1997) en donde el estudiante
se ve en la necesidad de validar sus resultados ante otro estudiante o ante el profesor.

ESQUEMAS DE ARGUMENTACION Y EL USO
DE LA GEOMETRIA DINAMICA

En el proceso de validacion, el estudiante pone en juego lo que denominamos
Esquemas de Argumentacion, entendidos como la forma en que un individuo utiliza su
razonamiento durante una Practica Argumentativa; y esta Gltima queda definida como el
conjunto de acciones y razonamientos que un individuo pone en juego para justificar o
explicar un resultado o para validar una conjetura nacida durante el proceso de resolucion
de un problema (FLORES, 2007, p.47-49).
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Los esquemas de argumentacion pueden ser:

e Autoritarios. Las argumentaciones se apoyan en las afirmaciones hechas por
alguna autoridad. puede ser un libro de texto, el instructor del curso u otro
compafiero.

e Simbolicos, El estudiante utiliza un lenguaje matematico y simbolos de una
manera superflua y poco consistente, sin llegar realmente a las conclusiones
alas que quiere llegar. En este tipo de esquemas pueden mencionar conceptos
poco claros o inventados.

e De recuento factico o simplemente facticos. en los que el profesor hace un
recuento de lo que hizo a manera de explicacion o justificacion de alglin
resultado. El estudiante expone una serie de pasos a manera de algoritmo.

e Empiricos. El estudiante se apoya en hechos fisicos o en un dibujo. En este
caso, el dibujo o el hecho fisico constituye un argumento por si mismo y no
un apoyo para el argumento.

e  Analiticos. El estudiante sigue una cadena deductiva, sin que por ello llegue
forzosamente a una conclusion valida. Las proposiciones de este tipo de
esquema se pueden estructurar en oraciones si..., entonces...

Consideramos que los esquemas analiticos pueden aterrizar en una demostracion
o prueba matematica. En este articulo entenderemos por prueba o demostracion como la
practica argumentativa que utiliza esquemas analiticos validos que concluyen en el resultado
que se esta argumentando. Si lo anterior se lleva a cabo en un contexto matematico, diremos
que se trata de una prueba o demostracion matematica. Es decir, una demostracion o
prueba matematica es el resultado de una argumentacion analitica en el ambito de la teoria
matematica que, partiendo de premisas validas, llega a una conclusion vélida.

El uso de la Geometria Dinamica, en especial de su funcion de arrastre, esta
estrechamente ligada a los esquemas de argumentacion que utiliza un individuo, por
ejemplo, es muy probable que un estudiante que utiliza esquemas empiricos, use el
software de Geometria Dinamica para corroborar sus resultados, midiendo y usando la
funcion de arrastre para mostrar hechos; o que una persona que usa un esquema analitico
utilice la funcion de arrastre para explorar su construccion en busca de regularidades o
patrones que le expliquen el porqué de su conjetura (FLORES 2007, 2009). Cuando se
hace una construccion en un software de geometria dindmica, por ejemplo un rectangulo,
la construccion debe pasar lo que llamamos la prueba del arrastre: al arrastrar los elementos
del rectangulo éste cambia de tamaiio, de ubicacion o de orientacion pero conserva siempre
sus caracteristicas de rectangulo. Si deja de serlo, decimos que no pasoé la prueba del
arrastre. Asi, al aplicar la prueba del arrastre en construcciones mas complejas es posible
darse cuenta de hechos que no estaban contemplados y formar asi una conjetura. En
individuos que utilizan esquemas analiticos se ha visto que usan la prueba del arrastre
para buscar una validacion de sus conjeturas (FLORES 2007, p.99-106).
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También es posible mejorar la capacidad de razonamiento del estudiante como se
evidenci6 en el estudio de Dalcin (2004) quien encontrd que estudiantes de bachillerato
del Uruguay tuvieron un mejor desempefio en actividades de construccion y exploracion
geométrica realizadas con Geometria Dindmica que sin ésta. Como parte de las
conclusiones de su investigacion comenta:

El trabajo en un ambiente de Geometria Dindmica facilita la construccion de
representaciones de los problemas, permitiendo la exploracion empirica, donde el
estudiante puede ir estableciendo relaciones entre sus observaciones y su inmediata
verificacion empirica, descartando conjeturas o reformulandolas, pudiendo alcanzar
de esta manera una fuerte conviccion acerca de la veracidad de una conjetura
de esta manera construida, condicion imprescindible para iniciar la bisqueda
de una explicacion. Sostenemos que plantear actividades donde esté presente
la formulacion de conjeturas contribuye a que los estudiantes se comprometan
en buscar explicar por qué dicha conjetura es valida, en elaborar una prueba.
(DALCIN, 2004, p.77-78)

Asi pues, es posible que un estudiante acceda al razonamiento deductivo a través
de actividades de exploracion en un ambiente de Geometria Dindmica.

Como parte de las indagaciones que nos hemos propuesto esta la busqueda de
respuesta a las preguntas: ;Como se puede fomentar un razonamiento deductivo a
través de actividades de exploracion? ;Es posible pasar de esquemas no analiticos de
argumentacion a esquemas analiticos y como seria esta transicion?

EXPERIMENTO DE ENSENANZA

En lo que resta del articulo presentaremos los resultados de un experimento de
enseflanza llevado a cabo con estudiantes de licenciatura y profesores en activo, todos
involucrados en la ensefianza de la matematica.

Un experimento de enseflanza, segun Steffe y Thompson (2000), es principalmente
una herramienta conceptual, que los investigadores usan como herramienta exploratoria,
dirigida a entender el progreso de los estudiantes.

...es simplemente una forma de indagacion auto-reflexiva, llevada a cabo por los
participantes en situaciones sociales. Esto con el fin de mejorar la racionalidad y
la justicia de su propia practica, su entendimiento y las situaciones en que ésta se
realiza. (CARR; KEMMIS, 1986, p.162 apud FLORES, 2007)

Esta forma de hacer investigacion educativa podria ser, segin Flores (2007),
el vehiculo para hacer que los profesores enfoquen su practica docente de modo que
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conduzca a una consideracion critica del curriculo vigente, y del proceso de ensefianza
aprendizaje en general.

Un experimento de ensefianza (STEFFE, 1983 apud STEFFE; THOMPSON,
2000) involucra secuencias de episodios de ensefianza. En estos episodios se involucra
un agente de ensefanza (profesor), uno o varios estudiantes, un testigo y un método para
recordar lo que sucede (notas del observador, grabaciones, etcétera). Con estos episodios
se establecen protocolos para su analisis posterior a la sesion. Un objetivo principal de
un experimento de ensefianza es establecer un modelo vivo de la matematica de los
estudiantes que se muestra en estos protocolos.

El desarrollo de cada sesion del taller que aqui se reporta correspondié a un
episodio, como lo describen Steffe y Thompson (2000), donde particip6 el ponente del
taller y los profesores asistentes, teniendo como evidencia las hojas de trabajo disefiadas
con anticipacion, y las observaciones planteadas por los participantes en las biticoras
realizadas durante el mismo curso.

El taller se tituld Esquemas de argumentacion en actividades de Geometria
Dinamicay consto de tres sesiones de hora y media cada una. Lo integraron 16 asistentes
entre estudiantes de licenciatura y profesores de matematica en activo, en su mayoria, de
bachillerato. La mayoria de los asistentes conocian el uso de algiin software de Geometria
Dinamica.

Las actividades fueron desarrolladas en equipos de tres o cuatro y tuvieron el apoyo
del software TheGeometer sSkecthpad. El uso de del software implica que el asistente
tenga la capacidad de arrastrar sus construcciones para probar si son correctas y hacer
exploraciones dinamicas de las mismas. Esta capacidad facilita el uso de esquemas de
argumentacion. Lo anterior permite tener una mejor vision de la situacion geométrica y
una mayor certeza de las conjeturas que se forman en el proceso de construccion.

OBJETIVOS DEL EXPERIMENTO

El objetivo del experimento fue encontrar qué esquemas de argumentacion utilizan
los asistentes y como el desarrollo de las actividades lleva al estudiante a considerar el uso
de esquemas analiticos. Estos objetivos buscan encontrar una respuesta a la pregunta:

(Es posible pasar del uso de esquemas no analiticos de argumentacion al uso de
esquemas analiticos y, de ser asi, como seria esta transicion? ;Los esquemas analiticos
llevan a una demostracion matematica, de qué manera?

Implicitamente se tenia el objetivo de hacer reflexionar a los asistentes sobre la
importancia del razonamiento deductivo y la argumentacion en el estudio de la matematica
y como disefiar actividades encaminadas al desarrollo de esquemas analiticos.

Para determinar qué esquemas de argumentacion utilizaban los asistentes, las
actividades y su puesta en practica estuvo encaminada a propiciar una explicacion de
las construcciones y de las conjeturas que se hicieran al buscar dicha explicacion o en

30 Acta Scientiae, v.12, n.2, jul./dez. 2010



la construccién misma. En tales explicaciones es posible determinar los esquemas de
argumentacion se utilizan. El interés se centra en la produccion del grupo como tal, por lo
que no nos enfocamos a un estudio de casos, sino que hicimos el analisis de las respuestas
de todo el grupo. En este articulo se reportan so6lo las actividades que, a criterio de los
autores, muestran mejor lo esquemas utilizados.

DESARROLLO

El experimento se inicid con una exposicion, por parte del instructor, de los esquemas
de argumentacion que se utilizan durante una practica argumentativa. Después se realizd
una actividad de construccion con la que se pondrian de manifiesto los esquemas de
argumentacion de los asistentes; la actividad se llevo a cabo en equipos. El resto del taller,
en las sesiones siguientes, se dedic a trabajar en equipo las actividades disefiadas para
cada sesion. En total fueron cuatro actividades.

El papel del instructor consistié en monitorear las actividades de cada equipo,
responder dudas y dar sugerencias de como proceder en caso de ser necesario. El ambiente
que se propicio en el taller se basa en los lineamientos del modelo de ensefianza, Aprender
matematica, Haciendo Matematica (FLORES, 2007)

Actividad 1. Construye un cuadrado y justifica tu construccion.

La actividad se llevo a cabo sin el uso de la computadora. La intencion de este
ejercicio es ver qué recursos tienen los asistentes para construir figuras geométricas y si
conocen una manera de construir un cuadrado. Al pedir que justificaran su construccion
se esperaba que argumentaran sobre el porqué su construccion es efectivamente un
cuadrado y mostraran sus esquemas de argumentacion. Esta actividad se llevo a cabo
en la primera sesion.

Actividad 2. Construye un cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en el punto
medio. ;Qué tipo de cuadrilatero es? Explica tu respuesta.

En esta actividad si se tuvo el apoyo del software. El objetivo de este ejercicio es
que se formara una conjetura y después buscar su validacion. Esta deberia estar incluida
en la explicacion de la respuesta. La actividad se hizo en la segunda sesion.

Actividad 3. En un circulo cualquiera traza una cuerda. ;Qué caracteristica comtin
tienen las mediatrices de las cuerdas de un circulo? Explica tu respuesta.

Aqui la intencion es que el asistente recuerde los conceptos de cuerda y mediatriz
y exploren con el software la propiedad que tienen las mediatrices de un circulo, a saber,
que todas se intersecan en el centro del circulo. Al igual que en las anteriores actividades,
al pedir que se explique la respuesta se espera que la validen usando esquemas de
argumentacion analiticos. La actividad se llevo a cabo también en la segunda sesion.

Actividad 4. Construye un circulo y oculta su centro. ;Coémo puedes construir
el centro del circulo utilizando s6lo las herramientas de Sketchpad? Explica por qué tu
respuesta es correcta.
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Esta actividad se llevo a cabo en la ultima sesion y su objetivo es que los asistentes
conectaran lo visto en la sesion anterior y lo aplicaran. En la explicacion deberia estar la
justificacion de la construccion.

En la siguiente seccion analizaremos algunos resultados de las actividades y
adelantaremos algunas conclusiones. Cabe aclarar que la mayoria de los reportes de las
hojas de trabajo estan a lapiz, por lo que al escanearlos se perdié mucha definicion. Por
tal motivo se decidid reproducir parte del texto con el riesgo de redundar un poco.

ANALISIS DE RESULTADOS

Actividad 1. Los esquemas mostrados en la primera actividad son de dos tipos,
de recuento factico (4) y analiticos (3). Ninguno de los esquemas analiticos constituye
una demostracion. A continuacion presentamos la trascripcion de un esquema factico y
uno analitico.

Esquema Factico:

En este caso, la hoja de trabajo fue entregada por dos asistentes (Figura 1). En la
primera parte aparece un dibujo del cuadrado y las lineas auxiliares (parte baja de la
primera parte de la hoja). Esto corresponde a la construccion.

En la segunda parte se consigna la justificacion de la construccion que esta en los
siguientes términos.

1. Segmento Sesidn 1 e
f d Actividad 1, © oo e Ll
2. Circunferencia con radio A con . -
centro O 7 -'ﬁ:;:ﬁ, \\
3. Perpendicular a A y que pase / f h _\
por O. s}-—-—‘ i Wi ‘f—- | |
\ i A 1]
4. Paralelaa Aquepasepor interseccion . X YIFAN .; J,_;’
de P, con la circunferencia N ___‘}' — =
- =
5. Perpendicular de A en el otro | . ( Y
punto. - { —1 5!
‘ [ 1 1
| L g, 04 . o . c=
WA fe o

FIGURA 1 - Esquema Factico.
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Lajustificacion es so6lo el recuento de los pasos que sigui6 para hacer la construccion.
Hay algunas inconsistencias como el nombrar A al segmento y usar también mayusculas
para nombrar a los puntos, esto crea cierta confusion al momento de interpretar el
dibujo. Para hacer la construccion se basa en el hecho de que los lados del cuadrado son
congruentes y forman angulos internos de 90°. Tal vez cabria esperar que en la justificacion
los pasos a seguir llevaran a la construccion del cuadrado sin tener que leer entre lineas.
Por ejemplo en el paso cuatro debemos suponer que antes marcamos las intersecciones
de la circunferencia con la perpendicular al segmento que pasa por O, y que una de esas
intersecciones es P, pero el cuadrado de la construccion no toma en cuanta este punto
sino el de la otra interseccion, es decir, P, debe ser el que esta arriba del segmento y no
el marcado en el dibujo.

Esquema Analitico:

En este caso (Figura 2), el cuadrado es el auxiliar para hacer la descripcion de la
construccion. A grandes rasgos lo que se hizo fue trazar un segmento y su mediatriz
(que pasa por los puntos C y D que estan arriba y abajo del segmento). Toma el punto
de interseccion de la mediatriz con el segmento como centro de una circunferencia que
pasa por los extremos del segmento. Une estos extremos con las intersecciones de la
mediatriz y la circunferencia, obteniendo asi un cuadrado.

Sesion |
Actividad 1. Construye un cundrad:

|
“ |
1

hustifica tu construeciin,
ansliyclios |

FIGURA 2 - Esquema Analitico.
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La justificacion esta en la parte superior derecha de la figura y su trascripcion es
la siguiente:

Justificacion
El segmento CD es mediatriz de AB, por que todos los puntos equidistan de A y B.

El esquema utilizado es analitico, podriamos parafrasearlo del siguiente modo:
Si los puntos equidistan de A y B, entonces el segmento CD es mediatriz de AB. Sin
embargo, la argumentacion tiene poco que ver con la justificacion de la construccion. Tal
vez podria ser solo el principio de ésta.

Debido al tipo de actividad, era de esperarse que no aparecieran otros tipos de
esquemas, ya que no se tenian instrumentos de medicion. Es de notarse que, a pesar de que
se utilizo la palabra justificacion, no se diera una real justificacion de la construccion.

Después de la exposicion acerca de los esquemas de argumentacion y su discusion,
en las actividades se dieron principalmente esquemas analiticos, aunque no todos llegaron
a la justificacion de los resultados. A continuacion mostramos algunos resultados de las
siguientes actividades.

Actividad 2. Esta actividad se llevd a cabo en la segunda sesion, después de la
exposicion sobre esquemas y el analisis de los resultados de la primera actividad. La
comunicacion entre los equipos, ahora, fue mas fluida, esto se nota en que casi todos los
equipos hicieron la misma construccion: tomaron dos circulos concéntricos y un diametro
de cada circulo como las diagonales que se cortan en sus puntos medios. Después unieron
los extremos de los didmetros para formar el cuadrilatero. A continuacion usaron la
funcion de arrastre del programa para ver qué tipo de figura se habia formado. Llegaron
a la conclusion de que se trata de un paralelogramo.

Los esquemas que se presentaron son, en su mayoria, analiticos.

El siguiente es un esquema analitico que podriamos considerar una demostracion
de la conjetura de que el cuadrilatero es un paralelogramo. Figura 3.

34 Acta Scientiae, v.12, n.2, jul./dez. 2010



ESQUEMAS DE ARGUMENTACKRN

| Sesidn 2

Actividad 2. Construve un cundriliters cuyas disgonales se cort punto mod

AEué tipo de cundrilitero et

Explica tu respuesta

FIGURA 3 - Esquema Analitico.

La construccion se hizo en los términos comentados anteriormente. El diametro menor
es el segmento AC y el mayor es BD, el punto de interseccion de los dos diametros es O.

La explicacion de la respuesta fue la siguiente:

AO=0C Por ser radios de la misma circun.

AO=O0OC Por ser radios de la misma circun.

ZAOB =ZAOB Por ser opuestos por el vert.

AAOB =AAOB Criterio LAL

Z0AB =Z0CD Zs homologos de As =sson=s

DC//AB yaque ZDAB =/Z0CD alternos internos y =
Analogamente, demostrando que AAOD =ACOB, tenemos que CB // AD

.. ABCD es un paralelogramo

Con excepcion de tltima linea en donde deberia decir “ya que ZOAB =/0CD
alternos internos y =, la linea de argumentacion es correcta y podemos decir que hizo
una demostracion matematica de su conjetura.
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En el siguiente esquema es dificil seguir la argumentacion.

La figura no tiene rotulos y la explicacion esta en los siguientes términos (Figura 4):

Sesion 2
Actividad 2. Construye un cusdriliters cuyas dingonales ss cort punto medio

(0ué tipo de cundriliter e

Explica w respuestn

FIGURA 4 - Esquema Analitico.

Se forman triangulos congruentes y los angulos que corresponden son alternos
internos por tanto hay lados paralelos.

En una revision somera de lo consignado se podria decir que se trata de un esquema
analitico, pero también podria ser un esquema simbdlico. La actividad fue hecha por una
sola persona, tal vez obtuvo de otros equipos la forma de hacer la construccion y cual
podria ser el camino para explicar la respuesta. En este caso hubiera sido util hacer una
entrevista al autor de la hoja de trabajo.

Un tercer esquema muestra la construccion de un cuadrilatero a partir de dos
segmentos congruentes y perpendiculares entre si que se cortan en sus puntos medios.
La conclusion es que el cuadrilatero es un rombo. En la correspondiente hoja de trabajo
no hay dibujos auxiliares y la explicacion es la siguiente:

Utilizamos congruencia de triangulos para verificar las longitudes iguales del
cuadrilatero.

El esquema cae en la misma situacion que el presentado previamente.

Actividad 3. Con respecto a la Actividad 3 presentamos dos esquemas, uno empirico
y el otro analitico.
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Esquema empirico:

La respuesta fue la esperada, las mediatrices de las cuerdas de un circulo pasan
por el centro.

La explicacion de la respuesta fue la siguiente:

Las perpendiculares mediatrices de las cuerdas de un circulo pasan por el centro,
lo vimos en pantalla.

Aqui lo que se obtuvo con el software es suficiente para decir que la conjetura es
verdadera. Podria decirse también que tenemos en combinacion con el esquema empirico
uno simbolico cuando se dice “las perpendiculares mediatrices”. Con decir mediatrices
ya se esta implicando la perpendicularidad.

Esquema analitico:

La explicacion, en este caso, de porqué las mediatrices pasan por el centro es la
siguiente (Figura 5):

Sesitn 2
Actividad 3. En un circulo cuslquiers trzs wma cuceda.

(O carncteritica comin thenen bas medintrices de las cucrdas de

CawTRD DEL G

Explica tu respuesta
MEDIA WAL £S LU

BE les ExToAans TE
TReTay Einics A Les & XMEMIS TE
EL cewRs & i

T B THES

SEREE \p mEDIAL 2

FIGURA 5 - Esquema Analitico.

Mediatriz es el lugar geométrico de puntos que equidistan de los extremos del
segmento. Si desde el centro se trazan radios a los extremos de la cuerda, como son
iguales, el centro equidista de tales extremos, por tanto, esta sobre la mediatriz.

Claramente se trata de una demostracion matematica de por qué la mediatriz de
una cuerda pasa por el centro.
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Actividad 4. En esta actividad se presentaron seis esquemas, cinco de ellos
analiticos. En los esquemas analiticos se tomaron dos cuerdas (no paralelas) y trazaron
el centro como su interseccion. El argumento se basaba en lo encontrado en la actividad
anterior. De estos cinco, s6lo dos apuntaron el hecho de que las cuerdas usadas no deben
ser paralelas, pues entonces las mediatrices coinciden.

En el sexto trabajo el procedimiento fue distinto (Figura 6). Sobre el circulo trazaron
una cuerda y su mediatriz. Ubicaron el didmetro por el que pasa la mediatriz, su punto
medio es el centro.

Sesion 3
Actividad 4. ¢

(Como puedes construir

Explica por qué s respuarsta e cormocta

FIGURA 6 - Esquema Analitico.

La explicacion de por qué la respuesta es correcta es la siguiente:

Justificamos la respuesta tomando en cuenta que la mediatriz de una cuerda pasa
por el centro del circulo y como el segmento trazado es un didmetro entonces si, el punto
medio del segmento es el centro del circulo.

Los integrantes de este equipo, en su razonamiento, no tomaron en cuenta que para
ubicar el diametro se necesita el centro del circulo que es lo que se queria encontrar.

En la Tabla 1 presentamos el nimero de esquemas analiticos y no analiticos
utilizados en las explicaciones de las construcciones. Por demostraciones nos referimos
a aquellos esquemas analiticos que llevan a una justificacion del resultado. Por ejemplo,
en la Actividad 2, de cinco esquemas analiticos tres llevaron a una justificacion o
demostracion del resultado.
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Actividad Esqg. No Analiticos Esquemas Analiticos Demostraciones
1 4 3 0
2 1 5 3
3 1 4 3
4 0 6 5

TABLA 1 — Esquemas de argumentacion y demostraciones por actividad.

En la Tabla 1 es posible ver el desarrollo de los esquemas a lo largo de las 4
actividades. Al principio loa esquemas fueron todos no analiticos, mientras que al final
todos los fueron y en su mayoria llevaron a una demostracion matematica.

CONCLUSIONES

El estudio de los esquemas de argumentacion en profesores y estudiantes nos
proporciona claves sobre la forma de razonar y argumentar en tareas matematicas y de qué
manera es posible fomentar el uso de esquemas analiticos que, eventualmente, llevarian
a realizar demostraciones o prucbas matematicas. En este sentido, el experimento de
enseflanza nos muestra que es posible alentar el uso de esquemas analiticos y desarrollar
un razonamiento deductivo si se disefian secuencias de actividades abiertas en las que se
pida la explicacion de la veracidad de los resultados. Por consiguiente podemos responder
de la siguiente manera a las dos preguntas de investigacion que nos planteamos.

(Es posible pasar del uso de esquemas no analiticos de argumentacion al uso de
esquemas analiticos y como seria esta transicion? Si es posible propiciar esta transicion, un
posible camino es a través del desarrollo de esquemas empiricos con ayuda del software
de Geometria Dindmica y de la posterior explicacion de los resultados fuera del &mbito
computacional.

(Los esquemas analiticos llevan a una demostracion matematica, de qué manera?
La respuesta es afirmativa, con el desarrollo de actividades de exploracion y formacion
de conjeturas, y con la ayuda del software, es posible que las premisas de los esquemas
analiticos de argumentacion sean validas, lo cual nos llevara a conclusiones validas y
por ende a la demostracion matematica.

Durante el presente experimento de enseflanza se pusieron en evidencia los
siguientes hechos:

» Los asistentes, en un inicio y a pesar de que se hizo una presentacion sobre
esquemas de argumentacion y la importancia de utilizar esquemas analiticos,
utilizaron en su mayoria esquemas no analiticos. Esto es algo similar a
lo encontrado con profesores de matematica de Bachillerato (FLORES,
2007).

» La funcion de arrastre del programa permiti6é que los asistentes exploraran
las construcciones en busca de conjeturas y, mas adelante, en la busqueda
de razones para explicar su construccion. Por ejemplo la funcion de arrastre
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sirvié en la consideracion de casos extremos, como el ver, en la actividad
4, qué pasaba con las cuerdas paralelas. Es decir, la funcion de arrastre para
explorar casos extremos y corroborar conjeturas esta ligado al uso de esquemas
analiticos. Lo anterior concuerda con los resultados de un estudio anterior
(FLORES, 2009).

» Larealizacion de actividades apropiadas (CHRISTOU; COL, 2004, p.218)!
lleva a la utilizacion de esquemas analiticos y de demostraciones matematicas.
EnlaTabla I se puede apreciar que en la Actividad 1 no hubo demostraciones,
mientras que en la 4 la mayoria lo fueron.

» Parte del cambio en el uso efectivo de esquemas de argumentacion se debid
al ambiente de ensefianza que se cre6 durante el experimento, en particular el
hecho de permitir la libre comunicacion entre los asistentes, y al monitoreo
que hizo el instructor, dando sugerencias a los equipos y llevando ideas de
un equipo a otro.

Por la forma en que se realizaron las actividades, podriamos decir que los resultados
obtenidos en el presente estudio corresponden al colectivo; como parte del trabajo futuro,
se podria hacer una indagacion del uso de esquemas de argumentacion de ciertas personas
en un estudio de casos.

Los resultados del experimento de ensefianza nos alientan a seguir indagando sobre
los esquemas de argumentacion y la manera de desarrollarlos en estudiantes y profesores,
no solo en el &mbito de la geometria euclidiana, sino en las otras ramas de la matematica
y en contextos no matematicos.
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