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RESUMEN

Se analizan las respuestas a tres items relacionados con la falacia del eje temporal y a
un problema sobre el Teorema de Bayes en 196 futuros profesores de educacion secundaria y
Bachillerato. Se comparan los resultados en dos grupos de profesores, y con los de Diaz y de la
Fuente (2007) en 414 estudiantes de Psicologia, observando que la mayor preparacion matematica
de los participantes en nuestro estudio no contribuye a la superacion de este sesgo ni a la mayor
competencia en la resolucion del problema. Se encuentra también una asociacion estadisticamente
significativa entre la solucion correcta a los items que evaluan la falacia y la resolucion del problema.
Se concluye la necesidad de una mejor formacion probabilistica de los futuros profesores que
incluya actividades dirigidas a confrontarlos con sus sesgos de razonamiento.
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Assessing the Time Axis Fallacy in Prospective
Secondary School Teachers

ABSTRACT

In this paper we analyze the responses to three items related to the time axis fallacy and a Bayes
problem in a sample of 196 prospective secondary and high school mathematics teachers. Results are
compared in two groups according their background and also with those obtained by Diaz (2007) in a
sample of 414 Psychology students. We observed no difference in the extension of this bias or better
competence to solve the problem in our participants in spite of the higher mathematical preparation. A
significant association between the correct responses to the time axis fallacy and the correct solution
to the problem was also found. We conclude the need for a better preparation of prospective teachers
that include some activities directed to confront them with their reasoning biases.
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1. INTRODUCCION

Aunque la ensefianza de la probabilidad ha estado presente en la educacion
secundaria en las ultimas dos décadas, recientemente las orientaciones curriculares
hacen un mayor énfasis en la necesidad de reforzar las intuiciones probabilisticas de los
estudiantes mediante una aproximacion mas experimental (NCTM, 2000; MEC, 2006a,
2006b, 2007; CAMPOS; CAZORLA; KATAOKA, 2011).

En Espaia, por ejemplo, el Decreto de Ensefianzas Minimas de la Educacion
Secundaria (alumnos de 12 a 16 aflos) incluye, entre otros, los siguientes contenidos dentro
del Bloque 6, Estadistica y Probabilidad: (MEC, 2006b): Formulacion de conjeturas sobre
el comportamiento de fenomenos aleatorios sencillos y diseio de experiencias para su
comprobacion (Primer curso). Calculo de probabilidades mediante la regla de Laplace
y mediante la simulacién o experimentacion (Segundo curso) Experiencias compuestas.
Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de arbol para el recuento de casos y la
asignacion de probabilidades. Probabilidad condicionada (Tercer curso). Estos contenidos
se amplian en las diferentes especialidades de Bachillerato (17-18 afos), con el estudio
de la probabilidad compuesta, condicionada, total y a posteriori, y las distribuciones
binomial y normal.

Dentro de estos contenidos, un tema particularmente delicado es la probabilidad
condicional, que permite incorporar cambios en nuestro grado de creencia sobre los
sucesos aleatorios a medida que adquirimos nueva informacion y es un concepto tedrico
requerido en la construccién del espacio muestral producto (DIAZ; DE LA FUENTE,
2007). Por ello, su correcta comprension es requisito en el estudio de la inferencia
estadistica, la correlacion y regresion. En el terreno profesional e incluso en la vida
cotidiana, la toma de decisiones acertadas en situaciones de incertidumbre se basa en
gran medida en el razonamiento condicional.

Intuitivamente, la probabilidad condicional P(4/B) de un suceso A4 dado otro
suceso B se define como la probabilidad de que ocurra 4 sabiendo que B se ha verificado.
Igualmente puede definirse intuitivamente la independencia, indicando que dos sucesos
son independientes si la probabilidad de uno de ellos no cambia al condicionarlo por
el otro. Estas definiciones, no presentan problemas importantes de comprension; sin
embargo, la psicologia del razonamiento y la didactica de la probabilidad muestran sesgos
de razonamiento y errores de aplicacion de estos conceptos (FALK, 1986; POLLATSEK;
WELL; KONOLD; HARDIMAN, 1987; TARR; JONES, 1997; SEDLMEIER, 1999;
TARR; LANNING, 2005; DIAZ; DE LA FUENTE, 2007).

Una condicion para asegurar el éxito de las propuestas curriculares sobre la
probabilidad condicional es que los mismos profesores muestren un conocimiento
suficiente y hayan superado los posibles sesgos asociados al razonamiento probabilistico.
Puesto que la preparacion de los profesores de matematicas es esencialmente cientifica,
algunos de ellos pudieran no ser conscientes de los matices psicologicos ligados a la
probabilidad condicional y sus intuiciones no corresponder al conocimiento normativo
que se trata de transmitir en la clase de matematicas.
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El objetivo de este estudio es evaluar entre los futuros profesores la posible presencia
de uno de estos sesgos, conocido como falacia del eje temporal, muy extendido en el
estudio de Diaz y de la Fuente (2007) en una muestra de 414 estudiantes de Psicologia.
Las autoras sugirieron que este sesgo puede repercutir posteriormente en dificultades en
la resolucion de problemas de Bayes y en la comprension de conceptos de inferencia,
aunque no comprobaron en su estudio esta conjetura, que nosotros trataremos de contrastar,
incluyendo en nuestro cuestionario, tanto items que evaluan la falacia del eje temporal,
como un problema tipo Bayes. En lo que sigue se describen los antecedentes del estudio,
material y método y se discuten los resultados.

2. ANTECEDENTES

Dos tipos de antecedentes son relevantes para nuestro estudio: las investigaciones
especificamente relacionadas con la falacia que se pretende evaluar y los estudios de
evaluacion del razonamiento probabilistico de los futuros profesores.

2.1 La falacia del eje temporal

Este razonamiento incorrecto, descrito por primera vez por Falk (1986), consiste
en suponer que, cuando se calcula una probabilidad condicional, el suceso condicionante
ha de ocurrir antes que el suceso condicionado. Al contrario de lo supuesto por los que
comparten esta creencia, matematicamente no hay ninguna condicion sobre el orden
temporal de los sucesos que intervienen en una probabilidad condicional (TVERSKY;
KAHNEMAN, 1982). Por otro lado, hay muchas situaciones en que la condicion es
posterior al suceso condicionado; por ejemplo, cuando en un estudio médico se trata de
calcular la probabilidad de que un determinado sintoma sea producido por una enfermedad
especifica y, en general, siempre que se aplica el Teorema de Bayes.

La falacia del eje temporal ocurre cuando se asume, incorrectamente que el
conocimiento de un suceso posterior no afecta la probabilidad de otro que ocurrid
previamente. En su estudio, Falk (1986) encontrd que, mientras los alumnos no tenian
dificultad para resolver problemas de probabilidad condicional si la condicion es
temporalmente anterior al suceso cuya probabilidad se pide, son, en muchos casos,
incapaces de calcularla si la condicion es posterior a dicho suceso.

Es claro que un suceso posterior no puede afectar causalmente a otro que ocurre
con anterioridad. Por ello Falk (1986) sugiere que la falacia del eje temporal se
relaciona con la confusion entre condicionamiento y causacion. La causalidad es un
concepto complejo, aunque comprendido de forma intuitiva por las personas, ya que
construimos nuestro conocimiento del mundo sobre la base de relaciones de causa y
efecto (KELLY; ZWIERS, 1986). Una relacion de causalidad implica una dependencia
entre sucesos, pero no al contrario, pues dos sucesos pueden ser dependientes sin que
uno de ellos sea causa del otro (TVERSKY; KAHNEMAN, 1982). Desde el punto de
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vista psicologico, dependiendo podemos interpretar en dos formas una probabilidad
condicional P(A4/ B):

- Si B (suceso condicionante) es una causa de 4, la persona que calcula la
probabilidad condicional establecera entre A y B una relacion causal. Un
ejemplo seria la probabilidad de que una nifia tenga los ojos azules si su padre
tiene los ojos azules.

- SiA esuna causa de B, 4 y B tienen una relacion diagnostica. Un ejemplo
seria evaluar la probabilidad que el padre tenga los ojos azules, si la nifia tiene
los ojos azules.

Aunque matematicamente los dos enunciados son equivalentes, las relaciones
causales se perciben mejor que las diagnosticas, segun Tversky y Kahneman (1982),
quienes describen la existencia de un sesgo causal cuando las personas se enfrentan con
tareas relacionadas con la probabilidad condicional. Estas conclusiones son confirmadas
por Gras y Totohasina (1995), quienes describieron dos concepciones erroneas sobre la
probabilidad condicional relacionadas con la falacia del eje temporal:

* En la concepcion causal, los estudiantes identifican condicionamiento y
causalidad, interpretando la probabilidad condicional P(4/B) como una
relacion causal implicita, donde el suceso condicionante B es la causay 4 la
consecuencia. No se admitirian las relaciones diagnosticas.

* En la concepcion cronologica los estudiantes interpretan la probabilidad
condicional P(4/B) como una relacion temporal, donde el suceso
condicionante B siempre precede al suceso 4. No se admite que la condicion
pueda ser posterior al suceso condicionado.

En resumen, la investigacion previa nos alerta de la existencia en los sujetos de la
falacia del eje temporal, donde se supone que el suceso condicionante precede siempre al
condicionado y la relacion es de tipo causal. Dicha concepcion podria también dificultar,
la resolucion de los problemas de Bayes y posteriormente los de inferencia estadistica
(DIAZ; DE LA FUENTE, 2007).

2.2 Conocimiento de los profesores para ensefiar probabilidad

Una investigacion extensa describe los componentes del conocimiento de los
profesores. Entre ellos, nos basamos en el modelo de Hill, Ball y Schilling (2008, p. 374),
quienes describen el conocimiento matematico para la ensefianza como “el conocimiento
matematico que utiliza el profesor en el aula para producir instruccién y crecimiento
en el alumno.” Aunque en la educacion secundaria no se ensefla una probabilidad muy
avanzada (por ejemplo, la teoria de la medida), los profesores precisan una comprension

Acta Scientiae, v.14, n.3, set./dez. 2012 349



profunda de la probabilidad bésica y sus aplicaciones, para organizar la ensefianza y
llevarla a la practica (MA, 1999).

Dentro del conocimiento del contenido matematico, Hill, Ball y Schilling (2008)
diferencian el conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del
contenido, y conocimiento en el horizonte matematico. Mientras el conocimiento
comun del contenido es el puesto en juego para resolver problemas matematicos
por cualquier persona, el conocimiento especializado del contenido incluye aspectos
que no necesariamente tiene una persona ordinaria, por ejemplo, identificar las ideas
matematicas trabajadas en un problema. El conocimiento en el horizonte matematico
incluye, por ejemplo, conocimiento de la relacion con otras materias, como la historia
de las matematicas. Para el conocimiento pedagogico del contenido Hill, Ball y Schilling
(2008) proponen tres componentes: (a) El conocimiento del contenido y los estudiantes
o “conocimiento de cémo los estudiantes piensan, saben, o aprenden este contenido
particular” (p. 375); (b) el conocimiento del contenido y la enseiianza, que resulta de
la integracion del contenido matematico con el conocimiento de la ensefianza de dicho
contenido; y (c) el conocimiento del contenido y el curriculo o conocimiento de las
orientaciones curriculares relacionadas con dicho contenido.

El modelo descrito sugiere que los conocimientos matematicos no son suficientes
por si solos para que los docentes puedan ensenar probabilidad de una manera efectiva.
En concreto, el conocimiento de los sesgos en el razonamiento probabilisticos forma
parte tanto del conocimiento del contenido y los estudiantes como del conocimiento
especializado del contenido requerido por el profesor. Para asegurar este conocimiento,
nuestro trabajo se dirige a evaluar la existencia de un posible sesgo relacionado con
la probabilidad condicional en futuros profesores. Ademas se desea evaluar si dicho
sesgo influye en la solucion de otros problemas; mas especificamente, de problemas de
Bayes.

2.3 Razonamiento probabilistico de futuros profesores

La mayoria de investigaciones sobre el razonamiento probabilistico de futuros
profesores se centran en los profesores de primaria. Por ejemplo, Azcarate (1996), y
Azcarate, Cardefioso y Porland (2001) analizan a 57 futuros profesores de Educacion
Primaria, observando que muy pocos comprendian las caracteristicas de los fendmenos
aleatorios, relacionando la aleatoriedad con la causalidad y no comprendiendo la utilidad
de la probabilidad para estudiarlos. Ortiz, Nordin, Batanero, Serrano y Rodriguez (2006)
evaluaron la capacidad de 102 futuros profesores espafioles de educacion primaria para
comparar probabilidades mostrando el uso de estrategias incorrectas. Batanero, Cafiizares
y Godino (2005) proponen un cuestionario a 132 futuros profesores espafioles de educacion
primaria, observando sesgos en su razonamiento probabilistico, como la heuristica de la
representatividad (no tener en cuenta el tamafio de una muestra al analizar la convergencia
de la frecuencia a la probabilidad) y el sesgo de equiprobabilidad (considerar que en
un experimento aleatorio todos los resultados son equiprobables). Contreras (2011)
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y Contreras, Estrada, Diaz y Batanero (2010) analizan las respuestas de 183 futuros
profesores espafioles de educacion primaria a tres tareas para evaluar su conocimiento
sobre el calculo de probabilidades en tablas de contingencia 2x2, encontrando errores en el
calculo de probabilidades conjuntas y condicionales en mas de la mitad de la muestra.

Carter (2008) analizo las respuestas de 210 futuros profesores de secundaria, a un
cuestionario, observando sesgos como la falacia del jugador (considerar que después de
una racha de un mismo resultado en un experimento aleatorio aumenta la probabilidad
del suceso contrario), el sesgo de equiprobabilidad, errores de calculo la probabilidad
conjunta y heuristica de representatividad. Mohr (2008) analizé las respuestas de 122
futuros profesores de secundaria a un cuestionario sobre comprension de la independencia,
observando muchas dificultades entre los participantes. Por Glltimo, otros autores también
destacan las dificultades de estos profesores con la probabilidad condicional (HUERTA,;
CERDAN, 2010). En este trabajo ampliamos los anteriores estudios con una evaluacion
de las dificultades que los futuros profesores de Educacion Secundaria y Bachillerato
tienen con la falacia del eje temporal y como ¢ésta afecta a su solucion de los problemas
de Bayes.

3. METODOLOGIA

En Espaia el acceso a profesor de matematicas de secundaria se realiza mediante un
concurso, para el que se exige un titulo especifico de Master Universitario en Formacion
del Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion
Profesional y Ensenanza de Idiomas, en la especialidad de matematicas (en lo sucesivo
Master de Secundaria). Aproximadamente el 50% de los que acceden a dicho Master son
Licenciados de Matematicas y el resto tienen diversas titulaciones cientificas o técnicas.
Por otro lado, dentro de la Licenciatura de Matematicas, el 90% de los egresados realizan
el concurso para profesor de matematicas de secundaria, al finalizar su formacion. En
consecuencia, los profesores de matematica en Espafia provienen en la misma proporcion
de dos tipos de estudios: (a) o bien son licenciados en Matematicas (el 90% de dichos
titulados) o bien son egresados del Master de Secundaria.

Para conseguir una muestra representativa de futuros profesores de secundaria
espafioles se decidid tomar estos dos tipos de alumnos, eligiendo varias universidades
para lograr un tamafio de muestra adecuado y mejorar la representatividad, puesto que el
namero de alumnos, tanto en la licenciatura de matematicas, como en el Master es pequefio
en cada universidad. Con estos criterios, en el estudio participaron 196 futuros profesores
de educacion secundaria, divididos en 95 alumnos de la Licenciatura de Matematicas y
101 alumnos del Master de Secundaria. La submuestra de alumnos de matematicas ha
sido tomada en tres universidades: Granada, La Laguna y Salamanca y la de alumnos
del Master en las Universidades de Alicante, Cadiz, Barcelona, Extremadura, Granada,
Navarra, Salamanca, Santiago de Compostela y Valladolid, lo que supone una variedad de
comunidades autonomas y situacion geografica. En cada uno de estos grupos participaron
entre el 90 y 100% de los estudiantes matriculados.
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El cuestionario (Figura 1) estuvo formado por tres items de opcion multiple, tomados
del cuestionario RPC (Razonamiento sobre Probabilidad Condicional) elaborado por
Diaz (2007).

FIGURA 1 — Cuestionario

item 1. Una bola se suelta en E. Si sale por R, ;Cual es la probabilidad de que haya pasado por
el canal I?

0’50 - -
033

0’66

No se puede calcular R m B

item 2. Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Extraemos a ciegas dos bolas
de laurna, una detras de otra, sin reemplazamiento. ; Cual es la probabilidad de extraer una bola
negra en segundo lugar, habiendo extraido una bola negra en primer lugar? P (N2/ N1)

ao oo

1/2
1/6
13
14

ap oo

item 3. ; Cual es la probabilidad de extraer una bola negra en primer lugar, sabiendo que hemos
extraido una bola negra en segundo lugar? P (N1/ N2)

13
14
16
1/2

aoow

item 4. Una fabrica dispone de dos maquinas M1 y M2 que fabrican bolas. La maquina M1
fabrica el 40 % de las bolas y la M2 el 60%. El 5% de las bolas fabricadas por M1y el 1% de
las fabricadas por M2 son defectuosas. Tomamos una bola al azar que resulta ser defectuosa.
¢,Cudl es la probabilidad de que haya sido fabricada por M1?

El resultado correcto del item 1 (original de Ojeda, 1995) es el (c) ya que el espacio
muestral de este experimento seria {(I,R), (ILLR), (IL,B)} siendo:

1 1 1
P(I,R)=—> P(l[,R)=="Y P(ll,B)=—"
(’ ) 2 ( > ) 4 ( > ) 4
Por tanto la probabilidad condicionada viene dada por:
1/2 2
P(I/R) = P(I,R)/ P(R) = —== =-
(1/R) = P(L.R)/ P(R) = 7= 3
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Si se elige el distractor (b) se esta confundiendo el suceso condicionante, ya que se
estaria calculando la probabilidad de que, habiendo salido la bola por R, hubiese pasado por
1I. Si se elige el distractor (a) no se esta teniendo en cuenta las bolas que caen por el orificio
B, es decir no se tiene en cuenta el condicionamiento por un suceso posterior, haciendo una
incorrecta restriccion del espacio muestral. Si se elige (d) se piensa que no se puede calcular;
en los distractores (a) y (d) el alumno comete la falacia del eje de tiempos.

Elitem 2 evalua la capacidad de resolver problemas de probabilidad condicional en un
contexto de muestreo sin reposicion. El alumno ha de tener en cuenta la composicion de laurna
una vez sacada la bola negra, es decir, el hecho de que la probabilidad condicional supone una
restriccion del espacio muestral. Una vez sacada una bola negra de la urna tenemos una bola
negra y dos blancas, por lo que la probabilidad de obtener una bola negra es igual a 1/3.

Si elige el distractor (a) esta confundiendo muestreo con y sin reposicion, ya que
esta considerando que la extraccion de la bola negra no modifica el espacio muestral y,
por tanto, la probabilidad es igual a 1/2. Si elige el distractor (b) estd confundiendo la
probabilidad condicional con la conjunta ya que esta aplicando la regla del producto:
(1/2)(1/3)=1/6. En el distractor (d) se confunde probabilidad condicional y probabilidad
simple, ya que solo esta considerando la probabilidad de obtener una bola negra en la
primera extraccion (1/4).

La solucion del item 3 es matematicamente la misma que la del item 2, pero se ha
invertido el orden de la condicion para evaluar la falacia del eje de tiempo. Este problema
requiere un razonamiento probabilistico que es indiferente al orden temporal (DIAZ, 2007).
Para resolverlo, ademas de comprender, como en el caso anterior la diferencia entre muestreo
con reposicion y sin reposicion, el alumno ha de darse cuenta de que si en segundo lugar, hay
una bola negra, ésta queda eliminada en la primera extraccion, por lo que el espacio muestral
de la primera extraccion queda restringido. Por tanto, como en el caso anterior la solucion es
1/3. La explicacion de los distractores es semejante a la realizada para el item anterior.

El item 4 se incluye para comprobar la posible relacion de la falacia del eje de
tiempo con la competencia en resolucion de un problema de Bayes en que potencialmente
apareceria dicha falacia. En el apartado de resultados se discute con detalle los pasos para
llegar a la solucion correcta del problema.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Para la recogida de datos se contactd con algunos profesores del ultimo curso
de la Licenciatura de Matematicas y del Master de Secundaria, quienes se ofrecieron
para colaborar en la obtencion de datos. Las instrucciones para cumplimentarlo, tiempo
disponible e instrucciones fueron iguales en todos los grupos y los datos se recogieron
dentro de una de las asignaturas cursadas por los alumnos. Una vez que los alumnos
completaron el cuestionario, en otra sesion de la asignatura se discutieron con ellos las
soluciones y los posibles fallos y sesgos que se encontrasen. De este modo la actividad
de completar el cuestionario, junto con la sesion posterior de correccion y andlisis de los
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sesgos se convirtid en una actividad formativa sobre didactica de la probabilidad en las
universidades y cursos participantes.

4.1 Falacia Temporal

En la Tabla 1 se muestran los resultados del item 1, muy semejantes en los dos grupos
de nuestro estudio, donde alrededor del 23% en cada uno de los grupos de futuros profesores
en nuestro estudio fue capaz de dar una respuesta correcta al problema, aunque los resultados
fueron mejores que los de Diaz (2007) con alumnos de Psicologia. Destacan el 65,3% y
69,3% de nuestras muestra y el 76,8% de la de Diaz dio como respuesta el distractor (a),
no teniendo en cuenta las bolas que caen por B, es decir el condicionamiento por un suceso
posterior. Se podria sumar a estos resultados unos pocos sujetos que eligen el distractor (d).
El distractor (b) dado por unos pocos sujetos indica que se han considerado equiprobables
los tres caminos, consistente con el sesgo de equiprobabilidad (LECOUTRE, 1992).

TABLA 1 — Resultados en el item 1.

Matematicas (n=95) Master (n=101) Psicologia (n=414)
Frecuencia Porcentaje  Frecuencia  Porcentaje Frecuencia Porcentaje
a. 0,50 62 65,3 70 69,3 318 76,8
b. 0,33 9 9,5 6 5,9 37 8,9
c. 0,66 22 231 24 23,8 41 9,9
d. No se puede 2 2,1 0 0 7 1,7
calcular
En blanco 0 0 1 1,0 11 2,7
Total 95 100,0 101 100,0 414 100,0

Los resultados en el item 2 (Tabla 2) muestran que el porcentaje mayoritario de
sujetos de nuestra muestra en cada grupo de futuro profesores fue capaz de contestar
correctamente al problema de muestreo con reposicion, cuando el suceso condicionante
antecede al condicionado. Comparando estos datos con los de Diaz, vemos que se asemeja
el porcentaje de respuestas correctas, aunque es un poco mayor en este ultimo estudio.
Entre el 28,7% y 16,9%, segun grupo, confundieron la probabilidad condicional y la
conjunta (distractor b) aplicando la regla del producto (1/2)(1/3)=1/6.

TABLA 2 — Resultados en el item 2

Matematicas (n=95) Master (n=101) Psicologia (n=414)
Frecuencia Porcentaje  Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje
a.1/2 4 4,2 3 3,0 23 5,6
b. 1/6 23 24,2 29 28,7 70 16,9
c.1/3 62 65,3 64 63,3 285 68,8
d. 1/4 4 4,2 4 4,0 30 73
En blanco. 2 2,1 1 1,0 6 1,4
Total 95 100,0 101 100,0 414 100,0
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Son pocos los sujetos que confundieron muestreo con y sin reposicion (distractor
a), considerando que la extraccion de la bola negra no modifica el espacio muestral y,
por tanto, identificaban la probabilidad como 1/2. Por ultimo entre un 4% y un 7,3%,
confunden probabilidad condicional y simple (distractor d) ya que consideran inicamente
la probabilidad simple de obtener una bola negra en la primera extraccion (1/4). La
comparacion de los dos grupos de futuros profesores, indican una homogeneidad entre
ambos grupos, con algunas pequeilas diferencias.

En la Tabla 3 se presentan los resultados del item 3, donde se pretendia conocer
como los futuros profesores resuelven problemas de probabilidad condicional cuando
se invierte el eje de tiempo en contexto de muestreo sin reposicion. Observamos que
solamente lo resuelve correctamente un 23,2% de los licenciados en matematicas, un
23,9% de los alumnos de la muestra de Diaz, y un 35,6% de los estudiantes del Master,
confirmando la hipotesis de Falk (1986), de que la dificultad de los problemas de
probabilidad condicional crece cuando se invierte el eje temporal, pues formalmente, el
item es similar al item 2 donde la respuesta mayoritaria fue correcta en ambos grupos.
La mejor preparacion matematica en nuestro estudio, en comparacion con los estudiantes
de Psicologia no sirvid para superar este sesgo.

TABLA 3 — Resultados en el item 3 en dos grupos de futuros profesores

Matematicas (n=95) Master (n=101) Psicologia (n=414)
Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje
a. 1/3 22 23,2 36 35,6 99 23,9
b. 1/4 24 25,3 17 16,8 103 24,9
c. 1/6 12 12,6 13 12,9 38 9,2
d. 172 32 33,7 32 31,7 151 36,5
En blanco. 5 52 3 3,0 23 55
Total 95 100,0 101 100,0 414 100,0

Un33,7%Yy 31,7% de los futuros profesores y un 36,5% de la de Diaz no entendieron
que se puede condicionar un suceso con otro que ocurra posteriormente, ya que eligieron
el distractor (d). Entre el 12,9% y el 9,2% de sujetos, segin grupo, se decantaron por el
distractor (c¢) confundiendo probabilidad condicional y simple. El resto (entre el 16 y el
25%) eligieron la opcion (b) confundiendo la probabilidad condicional y conjunta, error
sefialado por Falk (1986). Al comparar los licenciados en matematicas y alumnos del
Master, los resultados son algo mejores por parte de los alumnos del Master, aunque el
porcentaje de alumnos que incurri6 en la falacia del eje de tiempos, distractor (d), fue
similar en ambos grupos.

4.2 Resolucion de un Problema de Bayes

Para evaluar la solucion del item 4, siguiendo a Diaz (2007), se han definido cinco
categorias: (C0) No llega a identificar correctamente los datos del problema; (C1) identifica
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los datos o realiza un diagrama en arbol correcto pero no llega a resolver el problema; (C2)
construye un diagrama en arbol adecuado o identifica los datos e identifica el problema
como de probabilidad condicional; (C3) calcula correctamente la probabilidad total; y
(C4) resuelve el problema correctamente. A continuacion describimos estas categorias:

CO0. No llega a la identificacion correcta de los datos del problema. Un ejemplo
lo tenemos en la siguiente respuesta, donde el sujeto comete la falacia de la condicional
transpuesta, consistente en intercambiar condicion y condicionado ya sefialada por Falk
(1986). Ademas no utiliza el resto de los datos del problema; por tanto consideramos que
ni ha identificado los datos correctamente, ni tampoco la pregunta planteada.

“La probabilidad de que haya sido fabricadas por M1 es 5/40, ya que como M1
Jabrica el 40% de las bolas y el 5% de las bolas fabricadas por M1 son defectuosas ™
(Sujeto 23).

Cl1. Identifica los datos o construye un diagrama en arbol adecuado, completando los
datos faltantes, pero no se identifica la probabilidad pedida y por tanto no se progresa en la
solucion del problema. Un ejemplo se reproduce a continuacion, donde el estudiante completa
los primeros pasos para resolver un problema de Bayes, que segiin Diazy de la Fuente (2007)
es diferenciar entre probabilidad simple P(M1), P(M2) y probabilidad condicional P(D/M1);
diferenciar una probabilidad condicional P(D/M1) y su inversa P(M1/D); y determinar las
probabilidades de sucesos contrarios P(C/M1), etc. Con estos datos el sujeto 91 construye
el diagrama de arbol del experimento correctamente pero no continua el problema, pues,
aparentemente no identifica la probabilidad pedida en el enunciado.

GF’E’
Dedecdooso,
P Ay <
e blos e derduc
EOLAS, Fai-1 A ==l
1 e 0%
oy e R i
LY o chle—tuata
(Sujeto 91)

C2. Identificacion correcta de datos y del problema como de probabilidad condicional,
pero comete error en el calculo de la probabilidad total. Un ejemplo es el siguiente donde el
sujeto, a la hora de calcular las probabilidades, comete un error en el calculo de la probabilidad
total, pues no tiene en cuenta la proporcion de bolas producidas en cada fabrica.

P(Mlndefec) — 0,5-100 0,5

‘P (M 1/ defectuosa) =

I

1

P(defec) 0,5-100+0,1-100 0,6

(Sujeto 63).
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C3. Calcular correctamente la probabilidad total. Después de identificar el problema
como el calculo de una probabilidad condicional y recordar la formula de Bayes, el futuro
profesor debe calcular el numerador y denominador. El denominador debe ser calculado
con la regla de la probabilidad total. Debe entender que se trata de sucesos dependientes,
para aplicar correctamente la regla del producto en este caso. Un ejemplo (sujeto 80) es el
siguiente donde calcula correctamente la probabilidad total de ser defectuoso, pero erra
en el calculo de la probabilidad condicionada que calcula como si fuese una probabilidad
conjunta en caso de sucesos dependientes.

Ll Poboblidd b el Wfeusto.
4o &% es:

g X . LT éd L 61
Sk defedt. Mo daft 10 10p Tioo ToF joo |oo

26 oy
P fawtiada pol My | S dufechuosa)= £ == fm—fo‘fz

(Sujeto 80).

C4. Resuelve correctamente el problema utilizando el teorema de Bayes. Serian
los futuros profesores que identifican los datos y la pregunta del problema, aplicando
correctamente el teorema de Bayes, calculando la probabilidad conjunta para sucesos
dependientes y la probabilidad total. Por ejemplo el sujeto 1 utiliza el teorema de Bayes,
calculando anteriormente todas las probabilidades que proporciona el enunciado.
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(Sujeto 1).

En la Tabla 4 se presentan los resultados del item 4. Vemos una alta proporcion de
alumnos del master, con resultados muy similares a los de Diaz que resuelve correctamente
todos los pasos del problema; algo menor en los licenciados de matematicas (25,3%).
Ademas 10% y 17% segliin grupo llega hasta el célculo de la probabilidad total. No
obstante es alto el porcentaje que no llega hasta este paso e incluso falla en los anteriores
y no identifica correctamente todos los datos o no identifica correctamente la pregunta del
enunciado. En consecuencia, los problemas de probabilidad condicional donde se invierte
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el eje de tiempo siguen siendo dificiles, incluso cuando se presenten con un formato mas
conocido para los estudiantes.

TABLA 4 — Resultados en el item 4 en dos grupos de futuros profesores

Matematicas (n=95) Master (n=101) Psicologia (n=414)
Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia %

CO0. No identifica datos 15 15,8 16 15,8 57 13,8

C1. No identifica pregunta 18 18,9 18 17,8 50 12,1
C2. No calcula probabilidad total 21 221 5 5,0 78 18,8
C3. Calcula probabilidad total 17 17,9 12 11,9 42 10,1
C4. Finaliza el problema 24 25,3 50 49,5 187 452
Total 95 100,0 101 100,0 414 100,0

Al comparar los dos grupos en nuestro estudio vemos que el porcentaje de soluciones
totalmente correctas (categoria C4), fue mayor en los alumnos del Master de secundaria.
En consecuencia la alta preparacion de los estudiantes de la licenciatura de matematicas
no parece influir en la resolucion de los problemas de Bayes, en comparacion con otros
estudiantes.

4.3 Relacion entre la Falacia Temporal y la Solucion del
Problema Bayes

Por ultimo, se decidi6 estudiar la relacion entre las respuestas correctas a los items
1y 3 (en que aparece la falacia temporal) y la solucién al problema Bayes (item 4) en la
muestra de futuros profesores (n=196), sin diferenciar subgrupos, para tener un mayor
tamafio de muestra. Este punto no fue analizado por Diaz (2007), con lo cual constituye
una aportacion original de nuestro trabajo.

En la Tabla 5 se cruzan las respuestas correctas ¢ incorrectas en los items 1 y 4.
Observamos que el porcentaje de estudiantes con solucion correcta en el problema Bayes
crece del 33,3% entre los que responden incorrectamente al item 1 al 52,2% entre los
que responden correctamente. Es mayor, en consecuencia la probabilidad de resolver
correctamente el problema Bayes entre estos sujetos y también mayor que en la muestra
global (si no se tiene informacion sobre el problema 1).

TABLA 5 — Relacién entre respuestas a los items 1y 4 en los futuros profesores

Solucién item 4 (Problema)

Solucioén item 1 Incorrecta % fila Correcta % fila Total % muestra
Incorrecta 100 66,7 50 33,3 150 76,5
Correcta 22 46,8 24 52.2 46 23,5
Total 122 62,3 74 37,7 196 100
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Los resultados fueron estadisticamente significativos en un contraste Chi cuadrado
de asociacion entre filas y columnas en la Tabla 1, donde se cumplen las condiciones de
aplicacion del método, debido a que todas las frecuencias son mayores que 5. Se obtuvo
un valor Chi=5,31, que con 1 grado de libertad corresponde a una significacion exacta
bilateral de p=0,025.

Igualmente se analizo la relacion entre las respuestas a los items 3 y 4 (Tabla 6)
donde se observa que la proporcion de respuestas correctas en el problema Bayes sube
desde el 28% en los futuros profesores que responden incorrectamente al problema 3, a
un 60,3% en los que responden correctamente; de nuevo mucho mayor proporcion que en
el global de la muestra. En este caso, el contraste de asociacion entre las filas y columnas
de la Tabla 10 dio un valor Chi=17,88, que, con 1 grado de libertad corresponde a una
significacion bilateral p=0,0001.

En consecuencia, los analisis de los resultados cruzados en los items que evaltian
la falacia temporal y la resolucién del problema Bayes en los futuros profesores apoya
fuertemente nuestra conjetura inicial que esta falacia puede influir en la competencia de
resolucion de estos problemas. Ello es particularmente importante en futuros profesores,
quienes podrian no ser conscientes de este sesgo y transmitirlo a sus alumnos en la
ensefianza del tema.

TABLA 6 — Relacion entre respuestas a los items 3 y 4 en los futuros profesores

Solucién item 4 (Problema)

Solucién item 3 Incorrecta % fila Correcta % fila Total % muestra
Incorrecta 99 82,0 39 28,3 138 70,4
Correcta 23 39,7 35 60,3 58 29,6
Total 122 62,3 74 37,8 196 100

5. IMPLICACIONES PARA LA FORMACION
DE PROFESORES

Los resultados de nuestro estudio muestran que la falacia del eje temporal afecta a
una proporcion importante de futuros profesores de secundaria, tanto de aquellos que se
preparan en el Master de secundaria, como los licenciados de matematicas en su ultimo
afio de estudio. Los resultados no son mejores que los de los licenciados en Psicologia
en su primer afio de estudio, a pesar de la diferencia de formacion matematica de ambos
colectivos.

Estos resultados son visibles en las respuestas el item 1, pero especialmente al
comparar los resultados de los items 2 y 3. Los participantes resuelven con facilidad un
problema de probabilidad condicional en contexto de muestreo sin reposicion si se les da
el resultado de la primera extraccion (item 2), pero no cuando se les da el de la segunda
(item 3) aunque ambos problemas son formalmente equivalentes desde el punto de vista
matematico (Falk, 1986). La explicacion es que en el item 2 la inferencia causal es natural
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y compatible con el eje temporal, pero la segunda situacion donde se nos pide hacer una
inferencia inversa, requiere un razonamiento probabilistico que es indiferente al orden
temporal, lo causa dificultades psicologicas a los participantes.

Sin embargo, estas son las situaciones a que tienen que enfrentarse en contenidos
como el Teorema de Bayes. Los resultados de nuestro estudio también apoyaron nuestra
conjetura del efecto de la falacia respecto a la competencia en la resolucion de un problema
donde se aplica dicho teorema. Es entonces previsible que influya en la correcta aplicacion
de otras nociones estadisticas donde se invierte el orden temporal en una probabilidad
condicional, por ejemplo el contraste de hipdtesis (nivel de significacion, tipos de error),
o intervalos de confianza.

Mas atin estos temas han de ser explicados en el Bachillerato de Ciencias Sociales
por los futuros profesores de educacion secundaria y Bachillerato. Precisamente el
objetivo de nuestro estudio fue evaluar y hacer superar este sesgo a los futuros profesores
de modo que lleguen a entender que la probabilidad de un suceso puede ser revisada a
la luz de resultados posteriores y la importancia de la actualizacion de probabilidades
en inferencia.

La compleja relacion descrita por Borovenik y Peard (1996) entre los conceptos
probabilisticos y la intuicion se muestra en nuestro estudio, puesto que la alta preparacion
matematica no fue suficiente para evitar sesgos de razonamiento. Coincidimos con
Aguilar, Navarro, Lopez y Alcalde (2002) en la necesidad de prestar mas atencion en la
ensefianza a las heuristicas y sesgos y la importancia que en la resolucion de los problemas
matematicos tienen los procesos psicoldgicos. Los items presentados en este trabajo
podrian constituir un apoyo en este sentido en los procesos de formacion de profesores
de matematicas.
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