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RESUMO

Sera apresentado um recorte da pesquisa realizada no Mestrado Académico do Programa de
Po6s-Graduagao em Ensino de Ciéncias e Matematica (PGECM) do Instituto Federal de Educagio,
Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE). Essa investigacao usou a Engenharia Didatica com enfoque
na Teoria das Situagdes Didaticas, evidenciando elementos epistemologicos, cognitivos e didaticos
articulados entre si. O que possibilitou mobilizar o pensamento intuitivo do aluno em direcéo ao
raciocinio inferencial durante o estudo dos Polindmios Bivariados ¢ Complexos de Fibonacci.
Além do mais, teve a finalidade de inserir uma concepgao epistemoldgica no ensino de Historia da
Matematica, tendo em vista que a pesquisa foi aplicada no curso de Licenciatura em Matematica
na disciplina de Historia da Matematica.

Palavras-chave: Engenharia Didatica. Teoria das Situagdes Didaticas. Polindmios Bivariados
e Complexos de Fibonacci. Didatica da Matematica.

An Investigation of the Bivariate Complex Fibonacci Polynomials Supported
in Didactic Engineering: An Application of Theory of Didactics Situations

ABSTRACT

Aresearch cut will be presented in the Academic Master of the Programa de P6s-Graduacao
em Ensino de Ciéncias ¢ Matematica (PGECM) of the Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e
Tecnologia do Ceara (IFCE). This research used Didactic Engineering with a focus on the Theory of
Didactic Situations, evidencing epistemological, cognitive and didactic elements articulated among
themselves. This made it possible to mobilize the student’s intuitive thinking towards inferential
reasoning during the study of the Bivariate Complex Fibonacci Polynomials. Moreover, it had the
purpose of inserting an epistemological conception in the teaching of History of Mathematics,
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considering that the research was applied in the course of Degree in Mathematics in the discipline
of History of Mathematics.

Keywords: Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations. Bivariate Complex
Fibonacci Polynomials. Didactics of Mathematics.

INTRODUCAO

As pesquisas, que investigam os conceitos matematicos e como eles estdo dispostos
no plano pedagdgico, contribuiram para a criagdo de um campo cientifico: a Didatica da
Matematica. Esse fato, segundo Alves (2016, p.132), possibilitou observar a existéncia
de varias tendéncias de ensino e “percepgdes sobre os paradigmas candnicos seguidos
na formagdo em Matematica, que passaram a ser revistos”.

Por outro lado, Alves (2016b) explica que na construgao dos conceitos matematicos
surgiram “hiatos historicos”, que representam a inércia epistemoldgica no desenvolvimento
do conhecimento cientifico. Ou seja, numa abordagem historico-evolutiva das relagdes
matematicas, houve um tempo em que os conceitos ndo evoluiram. Esses hiatos sdo
verificados quando se faz uma revisao bibliografica nos livros de Historia da Matematica,
0s quais possuem uma abordagem escassa dos conceitos matematicos inerentes ao modelo
de Fibonacci. (Alves & Borges Neto, 2011).

A vista disso, justifica-se a pesquisa apresentada neste artigo e que foi desenvolvida
norteada pela seguinte questao: como realizar situagdes didaticas que possibilitam explorar
as propriedades e defini¢cdes oriundas do modelo de Fibonacci a fim de se compreender,
no contexto epistemologico, a representacao generalizada dos Polindmios Bivariados e
Complexos de Fibonacci?

Dessa forma, essa pesquisa teve a finalidade de oportunizar a formagdo de uma
concepgdo epistemoldgica no ensino de Historia da Matematica. Essa concepgao esta
associada a exploragdo de teoremas e propriedades do modelo de Fibonacci em aulas de
Historia da Matematica, explicitando a evolugdo e generalizagdo das relagdes matematicas.
Para isso, a fase de experimentac@o desta pesquisa foi realizada na disciplina de Historia
da Matematica no curso de Licenciatura em Matematica do IFCE.

Além do mais, este artigo apresenta um recorte da pesquisa, sobre o processo
de complexificacdo do Modelo de Fibonacci, realizada no Mestrado Académico do
PGECM-IFCE e que assume os aspectos epistemoldgicos, cognitivos e didaticos como
pressupostos. Nesse sentido, essa pesquisa, como parte da dissertacdo de Mestrado de
Oliveira (2018), segue uma estrutura metodologica fundamentada na Engenharia Didatica
com enfoque na Teoria das Situacdes Didaticas. Assim, ¢ relevante mencionar que o
projeto desta pesquisa foi submetido ao Comité de Etica em Pesquisa (CEP), obtendo o
parecer aprovado (numero do parecer: 2.701.969).

Isso favoreceu a criagdo de um cenario de ensino, onde foram realizadas situagdes
didaticas, efetivadas pelo contrato didatico entre docentes e alunos, que instiga o
desenvolvimento do raciocinio inferencial do estudante durante a compreensdo de
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conceitos matematicos que sdo inseridos na pedagogia através da transposi¢ao didatica.
Ademais, pretende-se com este recorte, publicizar uma investigacdo, que até entdo ¢
feita apenas na Matematica Pura, dos Polindmios Bivariados e Complexos de Fibonacci
amparada numa teoria de ensino no contexto da Didatica da Matematica.

Ainda sobre a pesquisa, ¢ valido comentar que na dimensdo epistemologica,
a qual diz respeito a estrutura matematica do que se pretende ensinar, t€m-se os
elementos relacionados ao processo historico e evolutivo do processo de generalizagdo
do modelo de Fibonacci com énfase nas representagdes polinomiais e matriciais no
contexto dos Polindomios Bivariados ¢ Complexos de Fibonacci. No plano cognitivo e
didatico, considera-se a situagdo onde os estudantes aprendem, isto ¢, como assimilam
¢ acomodam os contetidos ensinados na sala de aula. A seguir, sera discutida a Didatica
da Matematica.

DIDATICA DA MATEMATICA NUMA VERTENTE FRANCESA

Na Franga nos anos 70, estava ocorrendo a reforma da Matematica Moderna, que
ganhou destaque a partir da criagao dos IREMs (Institut de Recherche sur I’Enseignement
des Mathématiques), Instituto de Pesquisa sobre Ensino de Matematica, ¢ do bom
reconhecimento dos trabalhos de Piaget sobre as teorias psicoldgicas relacionadas ao
desenvolvimento da inteligéncia. Esse fato favoreceu o surgimento da Didatica da
Matematica (DM) como uma area cientifica de pesquisa, cujo escopo principal ¢ investigar
“os problemas de ensino de conceitos matematicos em razao das exigéncias proprias
do saber matematico” (Almouloud, 2007, p.25-26). Para isso, essas pesquisas possuem
enfoques nas dimensdes epistemoldgica, cognitiva e didatica (Artigue, p.98, 1995).

Nesse sentido, Pais (2002, p.9) compreende que a DM abrange aspectos relacionados
ao ensino de Matematica, dando énfase as dificuldades surgidas no processo de
aprendizagem dos conceitos matematicos. “Como consequéncias, observamos a evolugdo
de teorias que buscaram tornar controlavel, reprodutivel e previsivel, determinadas
transposi¢oes didaticas e/ou abordagens estruturadas de ensino” (Alves, 2016¢, p.2).

As pesquisas enfatizam os obstaculos identificados durante a construcdo
epistemologica dos conceitos. Nesse contexto, Alves (2016¢, p.9) acentua que por
“intermédio de um movimento dialético, caracteristico de sua evolugao e sistematizagao,
divisamos um corpus tedrico que parte da Matematica, adquire uma robustez cientifica
e tem capacidade de voltar a se aderir, mais uma vez, a8 Matematica”.

Além do mais, esses conceitos t€ém sua génese no campo cientifico da Matematica
Pura e sdo inseridos por educadores nos ambientes pedagdgicos. Por isso, ¢ valido entender
que essa transposi¢ao didatica envolve elementos de ordem epistemologica, cognitiva e
didatica. O que serdo evidenciados a seguir.
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Aspectos Epistemolégicos, Cognitivos e Didaticos da DM

A DM abrange aspectos epistemologicos, cognitivos e didaticos. Assim, na
concepcao de Almouloud (2007, p.149), a epistemologia incorpora a estrutura, onde os
conceitos cientificos estdo organizados, desse modo, ¢ feita uma analise desde sua génese
histdrica até sua evolucao e como esses conceitos sdo manifestados e assimilados pelos
individuos durante a fase de construgdo dos conceitos. Desse modo:

A anélise epistemoldgica apoia-se no desenvolvimento historico do conceito. Assim,
permite identificar as diferentes concepg¢des sobre um determinado objeto, como
também permite agrupa-las em classes pertinentes para que se possa fazer uma
analise didatica. Esse tipo de analise pode auxiliar o pesquisador em didatica da
matematica a entender melhor as relagdes entre os objetos matematicos e controlar
as variaveis didaticas relacionadas com o processo de ensino e aprendizagem de
tais objetos. (Almouloud, 2007, p.156)

Além do mais, Almouloud (2007, p.152) explica que a analise epistemologica ¢ uma
investigagdo dos conceitos matematicos e de sua fundamentacao. Todavia, os problemas
ligados a génese dos conceitos, s6 passaram a ser objeto de estudo apds séculos de
aplicagdo dos conceitos como suporte na resolucdo de questdes. Conforme Alves (2016a,
p-137), o “terreno epistémico” explorado pelo pesquisador exige atengdo, “pois tendo em
vista sua natureza, obstaculos e entraves, muitas vezes intransponiveis, podem surgir. E,
nesse contexto ¢ que falamos de um obstaculo epistemologico™.

Podem-se categorizar os obstaculos em duas classes: uma composta pelas
dificuldades manifestadas pelos alunos no processo de ensino e aprendizagem ¢ a outra
que abrange os entraves que aparecem na construgdo dos conceitos matematicos no
campo cientifico. Contudo, os obstaculos epistemoldgicos ndo representam a auséncia
de conhecimento, mas sim uma estagnagdo quanto a sua reformulag@o e resisténcia da
aceitacdo do desenvolvimento de outras formas de representacdo. Nesse sentido, Pais
(2002, p.39) afirma que existem pessoas, as quais compreendem essas mudangas como
uma ameaca a “[...] estabilidade intelectual de quem detém o conhecimento”.

Por outro lado, segundo Bachelard (1996, p.18-19), o conhecimento oriundo
da construcdo cientifica pode se desgastar ocasionando a formagdo de “um obstaculo
epistemologico que se incrusta no conhecimento ndo questionado”. Embora Bachelard
defenda que a Matematica seja a Uinica area que nao teve obstaculos epistemologicos,
de modo que essa nogdo so se aplica as ciéncias naturais (experimentais), a nogao
bachelardiana influenciou Brousseau na elaboragdo de suas teses sobre obstaculos e
entraves presentes em situagdes de ensino e aprendizagem, assim, Brousseau considera
os aspectos didaticos que sdo ignorados nos estudos de Bachelard.

Os obstaculos sdo fatores relevantes quando se pesquisa o processo historico
e evolutivo de determinados conceitos matematicos. Assim, o desenvolvimento dos
conceitos matematicos ¢ evidenciado em duas etapas: a etapa inicial, onde sdo descobertas
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as noc¢des axiomaticas da Matematica e a etapa final, onde se apresenta um texto
produzido, que registra os conceitos construidos. No entanto, os obstaculos surgidos
nesse momento de producao sdo dificilmente identificados historicamente, ou seja, “os
avangos, retrocessos, duvidas e erros cometidos na etapa em que as conjecturas sao feitas
pelo matematico, praticamente, desaparecem no resultado final apresentado pelo texto
cientifico” (Pais, 2002, p.41).

A validade dos conceitos matematicos, responsaveis por teoremas e propriedades,
¢ verificada, na maioria das vezes, por métodos de indugdo. Vale comentar que apesar do
pensamento generalizado poder se comportar como um obstaculo no desenvolvimento da
Matematica deve-se compreender que, “[...] a técnica da indugdo matematica ndo se baseia
em uma logica indutiva. A observagdo de casos particulares ndo serve para fundamentar
uma demonstragdo, no maximo, pode sugerir uma conjectura” (Pais, 2002, p.48).

Nesse ambito, vale a adverténcia do carater epistemologico que reside em imprimir
ao raciocinio do estudante, o carater monossémico € inferencial, caracteristico das
teorias formais. [...] Assim como os teoremas ¢ as teorias fundantes, que conferem
seu carater de certeza, se mostram entrelagadas com uma “teia epistémica” de
concepgdes e saberes que nao sdo negligenciados pela Didatica da Matematica.
(Alves, 2016a, p.140-141)

Nesse sentido, Pais (2002, p.45) acentua que o desenvolvimento epistemologico
do conhecimento cientifico s6 acontece quando se consegue superar as barreiras que
limitavam o conhecimento até entdo estabelecido como verdade absoluta. Desse modo,
segundo Pais (2002, p.44-45), os obstaculos epistemologicos surgem no contexto histdrico,
social e cultural. Com isso, numa abordagem cognitiva e historica, Artigue (1995, p.113)
explica que os obstaculos epistemologicos existem na sala de aula e sdo categorizados em
operacional e estrutural, a primeira relacionada a aprendizagem da estrutura matematica
¢ a outra associada a compreensdo do contexto ¢ processo que permitiu a construgao dos
conceitos matematicos.

Assim, pode-se estabelecer uma relagio entre a epistemologia e a cognigao, pois 0s
obstaculos surgem, primeiramente, na estrutura cognitiva do sujeito e, consequentemente,
exercem influéncia no desenvolvimento do conhecimento cientifico, proporcionando o
aparecimento dos obstaculos epistemologicos. A vista disso, na dimensio cognitiva, os
obstaculos didaticos sdo subclassificados como ontogénicos e psicoldgicos. Na concepgao
de Brousseau (1976, p.108), os obstaculos ontogénicos sdo originados a partir das
deficiéncias neuropsicoldgicas dos individuos quando estdo diante de uma situagdo de
aprendizagem. Assim:

A epistemologia genética coloca em evidencia os estagios, as acomodagoes € o
processo de assimilacdo (assimilations), que as vezes, se assemelham as etapas
de desenvolvimento dos conceitos pela lei de regulagdo que os fazem aparecer,
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e que diferem da natureza exata das limitagdes que determinam essa regulagao.
(Brousseau, 1976, p.108, tradug@o nossa)

Além do mais, podem-se apontar os obstaculos psicologicos em situagdes que
contradizem as concepgdes de senso comum dos sujeitos, assim, induzindo-os a “uma
desestabilizacdo inaceitavel, como, por exemplo: a l6gica matematica ndo ¢ a logica da
vida do dia-a-dia” (Almouloud, 2007, p.144).

Considerando que os obstaculos cognitivos sdo evidenciados no contexto didatico,
pode-se compreender que a DM abrange elementos epistemologicos, cognitivos e
didaticos a fim de investigar procedimentos metodoldgicos que permitam a transposicao
dos conceitos matematicos do plano epistemologico para o pedagogico. A vista disso,
Almouloud (2007, p.141-142) descreve que os obstaculos didaticos sdo gerados no
momento da transposi¢do didatica, ou seja, sdo identificados em situagdes de ensino,
nas quais o estudante expressa dificuldade em aprender ou quando questiona a validade
dos conceitos abordados. Assim:

Por exemplo, a apresentagio atual dos decimais no nivel elementar ¢ o resultado
de uma longa evolugao no contexto de uma escolha educacional (didactique) [...].
Dada sua utilidade, os nimeros decimais seriam ensinados o mais rapido possivel,
associados a um sistema de mesura e em referéncia as técnicas de aplicacdo em
um todo. Assim, hoje, os decimais s3o, para os alunos, “inteiros naturais com uma
mudanga de unidade”, tAo “naturais” (com uma virgula) e medida. E este projeto,
apoiado por uma mecanizagdo do aluno, ira criar obstaculos até o D.E.U.G'. E
caracteristico que o principal fator de discriminag¢ao dos alunos em um questionario
recente (IREM de Rouen) seja o célculo que envolve tanto decimal como os
produtos de uma poténcia de dez. Assim, é a “compreensao” mesma da definicao
dos decimais que explica os comportamentos dos alunos. Mas, atualmente, esse
obstaculo torna-se, as vezes, didatico e sociocultural. (Brousseau, 1976, p.108,
traduc@o nossa)

Dessa forma, Alves (2016a, p.141) explica que no contexto do ensino de Matematica,
a didatica abordada pelo professor deve considerar as “vivéncias e idiossincrasias
particulares que proporciona ao aprendiz a origem de um repertorio amplo de situacdes-
problema que permitam-no explorar e, paulatinamente, elaborar e reelaborar construgdes
e modelos mentais de agdo eficazes”, a fim de internalizar conceitos matematicos.

Numa dialética entre didatica e cognigdo, Alves (2016a, p.143) descreve que o
estudante elabora dois tipos de mapas mentais para se explorar uma situagao-problema.
O primeiro mapa possui um “corpus teérico” especifico pelo qual o aluno ¢ orientado a
formular suas conjeturas. Enquanto, o outro apresenta um aspecto intrinseco da estrutura

! Primeiro periodo do ensino superior (Nota dos Autores).
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cognitiva do aluno, isto €, o pensamento intuitivo que ¢ expresso quando o aluno se
empenha a resolver alguma situagao-problema.

Por fim, compreende-se que a investigagdo na DM enfatiza os obstaculos que, de
acordo com Pais (2002, p.44), surgem na interse¢do do campo cientifico com o plano
didatico, assim, evidenciando aspectos epistemoldgicos, cognitivos e didaticos. A seguir,
serdo discutidos como esses aspectos estdo articulados na ED em complementaridade
com a Teoria das Situagdes Didaticas (TSD).

A Insercio da Teoria das Situacdes Didaticas na ED

No inicio de 1980, o contexto de pesquisas no campo da DM contribuiu para
que Artigue (1995) criasse uma metodologia de pesquisa, que ficou conhecida como
Engenharia Didatica, essa nomenclatura, segundo Pais (2002, p.100), faz referéncia
as etapas de concepc¢do, elaboragdo e execu¢do de um projeto desenvolvido por um
engenheiro.

Artigue (1995, p.36-37) explica que a ED ¢ um percurso metodologico experimental
fundamentado em situagdes de ensino, com énfase na sala de aula, onde se podem realizar
sequéncias didaticas, as quais sdo concebidas, observadas e analisadas considerando duas
tipologias: a microengenharia inerente aos fendmenos da sala de aula e a macroengenharia,
que abrange os aspectos metodologicos e institucionais para a execugdo de situagdes
didaticas.

Nesse sentido, a ED ¢ estruturada em quatro etapas consecutivas: analises
preliminares, concep¢do e andlise a priori, experimentacao e analise a posteriori e
valida¢dao. Almouloud e Silva (2012, p.26) descrevem que nas andlises preliminares ¢
realizada uma “analise epistemologica do ensino atual e seus efeitos, das concepgdes dos
alunos, dificuldades e obstaculos, e analise do campo das restrigdes e exigéncias no qual
vai se situar a efetiva realizacdo didatica”. Além disso, ¢ feita uma revisdo bibliografica
sobre 0s conceitos matematicos que se pretende explorar nas situagdes de ensino.

Na etapa de concepcao e analise a priori, segundo Artigue (1995, p.42-43), o
pesquisador determina um conjunto de varidveis relacionadas ao objeto em estudo.
Essas variaveis de comando sdo classificadas como variaveis macrodidaticas, estas estao
associadas a estrutura geral da ED e as microdidaticas, que se referem a um subconjunto
local da ED, isto ¢, a organizacdo de uma situacdo especifica.

Nesse sentido, Pommer (2013, p.22) recomenda que os conceitos a serem investigados
em sala de aula devem ser apresentados aos alunos sob a forma de situagdes-problema, que
permitam ao aluno a participar ativamente do seu processo de aprendizagem, sentindo-se
estimulados a desenvolverem sua autonomia na elaboragdo de estratégias de solugdes e,
assim, considerando seus conhecimentos prévios e intuitivos.

A vista disso, compreende-se aplicar uma metodologia fundamentada numa teoria
de ensino focada no estudante. Assim, Pais (2002, p.69-70) explica que as situagdes-
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problema podem oportunizar ao estudante desenvolver seu conhecimento partindo de
suas concepgdes prévias e intuitivas. Isso caracteriza uma aprendizagem por adaptagio.
Esse cendrio serviu de inspiragdo para que Brousseau pudesse conceber a TSD, com
énfase na aproximagao dos “esquemas de assimila¢ao e acomodacao, que foram descritos
inicialmente por Piaget”.

Destarte, a TSD se insere na ED, principalmente, nas fases de concepgao, analise
a priori, experimentagdo ¢ analise a posteriori. Assim, a TSD ¢é organizada como um
sistema de situagdes didaticas elaboradas para serem aplicadas em ambientes de ensino
a fim de analisar o comportamento dos estudantes. Ou seja, “o objeto central de estudo
nessa teoria ndo ¢ o sujeito cognitivo, mas a situagdo didatica na qual sdo identificadas as
interagdes estabelecidas entre professor, aluno e saber” (Almouloud, 2007, p.31-32).

Nesse sentido, a TSD apresenta quatro etapas: ag¢do, formulagdo, validacdo e
institucionalizacdo. Na etapa de agdo, o aluno tem a liberdade de pensar em uma estratégia
de solucdo partindo de seus conhecimentos prévios e intuitivos, assim, podendo definir e
redefinir sua suposta trajetoria para resolu¢ao do problema proposto (Almouloud, 2007,
p-37). Na formulagdo, o estudante apresenta uma estratégia de solugdo, na qual ele vai
elaborar conjecturas para serem validadas ou refutadas na etapa posterior. Desse modo, o
aluno mobiliza um raciocinio de natureza tedrica, apresentando em suas producdes uma
linguagem mais elaborada (Pais, 2002, p.72). Na validacao, conforme Pais (2002, p.73),
acontece a verificagdo da validade dos argumentos formulados, neste momento, o aluno
ja deve ter internalizado os conceitos matematicos, apresentando, assim, um raciocinio
inferencial e utilizando métodos de demonstragdo matematica. Além disso,

Um problema de validagdo ¢ mais um problema de comparagao, de avaliagdo e
de rejeicdo de evidéncias e da investigagdo da demonstracdo. [...] Para as uma
abordagem de validag@o, o pensamento deve basear-se em formulag¢des anteriores. A
linguagem desenvolvida, na dialética da formulagédo, ¢ menos especifica do que a da
validagdo. A comunicag¢do desempenha um papel importante em parte independente
das questdes de validade. (Brousseau, 1976, p.110, tradugdo nossa)

Retomando as fases da ED, tem-se a experimentacao, onde acontecem as situagdes de
ensino, através da proposta de situagdes-problema. Essa aplicacdo ¢ seguida de uma analise
a posteriori, a qual aborda a discussdo dos dados coletados durante a experimentagao,
essa coleta ¢ feita com o uso de alguns recursos externos como: questionarios, entrevistas,
dentre outros (Artigue, 1995, p.48).

Além do mais, Artigue (1995, p.48) explica que na fase de validagao da ED, acontece
a comparacao entre as analises a priori e a posteriori a fim de validar a hipdteses da
pesquisa. Dessa forma, a validagao ¢ interna, no que diz respeito a experiéncia na sala de
aula, estando vinculada as variaveis de comando e ao “estado epistemoldgico da didatica”.
A eficiéncia das situagdes didaticas com enfoque na TSD ocorre devida a efetivagcdo da
transposicao didatica e do contrato didatico. O que sera discutido a seguir.
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Transposicio Didatica e Contrato Didatico

A transposicao didatica ¢ responsavel por articular elementos das dimensdes
epistemoldgica e cognitiva. Nesse sentido, vale compreender que o conceito de
transposicao didatica foi concebido por Chevallard a fim de se distinguir os conhecimentos
de natureza apenas cientifica dos escolares. Além do mais, a transposi¢ao didatica parte de
uma andlise epistemoldgica dos conhecimentos, que sdo categorizados em: matematicos
e paramatematicos que estdo relacionados a investigacao de conceitos matematicos e 0s
protomatematicos, os quais apresentam propriedades para resolver problemas matematicos
(Almouloud, 2007, p.113). Dessa forma:

A transformacdo do conteudo de saber em uma versao didatica desse objeto de
saber, mais apropriadamente, ¢ chamado de transposicion diddactica stricto sensu.
Mas, o estudo cientifico do processo de transposi¢ao didatica (que ¢ uma dimensao
fundamental da didatica da Matematica) implica tendo em conta a transposicao
didatica sensu lato, representada pelo esquema: objeto de saber —> objeto para
ensinar —> objeto de ensino. O primeiro elo que marca a passagem do implicito
para o explicito, da pratica a teoria, do pré-construido para construido. (Chevallard,
1998, p.45, tradugdo nossa)

Depois que os conceitos matematicos sdo transpostos para o plano didatico, é
relevante efetuar um contrato didatico entre docentes e discentes. Nesse contexto,
Almouloud (2007, p.89) descreve que o contrato didatico abrange as situa¢des de ensino,
nas quais se pretende construir a compreensio de determinados conceitos matematicos.
Assim, a situagdo didatica s6 acontece se houver engajamento dos professores, no
planejamento e na aplicacao das situagdes, e alunos na resolucdo das situagdes-problema
propostas.

Portanto, no contrato didatico, ficam definidas as fung¢des tanto do professor como
do aluno. No caso da TSD, as trés etapas iniciais de agdo, formulagdo e validagdo sdo
realizadas pelo estudante, podendo o professor intervir, enquanto a institucionalizagdo
¢ efetivada pelo professor. Por conseguinte, sera apresentada a fase de analises
preliminares da pesquisa sobre a investigacdo dos Polindmios Bivariados ¢ Complexos
de Fibonacci.

ANALISES PRELIMINARES INERENTES AOS POLINOMIOS
BIVARIADOS E COMPLEXOS DE FIBONACCI

As andlises preliminares abrangem um conjunto de elementos epistemologicos,
cognitivos e didaticos. Nesse sentido, se tem uma analise epistemoldgica dos conceitos
matematicos que se pretende ensinar, das concepgdes dos estudantes, do ensino tradicional
e de suarepercussao e dos entraves que surgem no desenvolvimento historico dos conceitos
matematicos (Artigue, 1995, p.38).
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A vista disso, a pesquisa descrita neste artigo tem o escopo de investigar o processo
de complexificagao do Modelo de Fibonacci (MF), com énfase na classe dos Polindmios
Bivariados e Complexos de Fibonacci (PBCF). Assim, no contexto epistemologico da
Matematica, ¢ feita uma revisao bibliografica sobre as representa¢des polinomiais do MF.
Desse modo, inicia-se o levantamento bibliografico, pelos trabalhos de Brother (1963),
Hoggatt e Long (1974), Witford (1977), Asci e Gurel (2012) e Alves (2017).

Considerando a epistemologia do MF, King (1963) descreve que o modelo
Fibonacciano teve sua génese a partir da problematizagdo da reproducéo de coelhos, tal
situac@o-problema, proposta por Leonardo Pisano em 1202, tem sua resolug@o representada
pelasequéncia {1, 1,2, 3,5, 8, ....}. Atualmente, esse modelo matematico ¢ descrito pelo
“aparato notacional moderno” f ,, =f ., +f ,VneINcom f, =0 e f, =1, descrito
por Alves e Catarino (2017).

Dessa forma, no processo de desenvolvimento historico do MF, pode-se compreender
uma evolucao da sequéncia de Fibonacci (SF), no que diz respeito ao surgimento de outras
formas generalizadas do MF, evidenciadas nas representacdes polinomiais e matriciais.
Nesse sentido, a introdugdo da unidade imagindria i e de variaveis no modelo recursivo
unidimensional de Fibonacci caracterizou a extensdo do modelo para o contexto dos
polinémios, registrada a partir da década de 70.

Além do mais, os primeiros trabalhos sobre os polindmios Fibonaccianos foram
propostos por Ernest Erich Jacobsthal (1881-1965) ¢ Eugene Charles Catalan (1814-1894)
em 1983. Por conseguinte, as sequéncias dos polindmios de Fibonacci ¢ dos PBCF sdo
apresentadas por Asci e Gurel (2012). Veja:

Definiciio 1. A sequéncia polinomial de Fibonacci ¢ dada pela relag@o recursiva:

f ®)=x1f_(x)+f _,x) comfi(x)=LE(X)=xen>1.

Defini¢do 2. A sequéncia dos PBCF {F,(x,y)},_, € descrita pela relagdo de
recorréncia:

F.(xy)=ix-F (x,y)+F _(X,y) com F,(x,y) =0, F(x,y)=len>1.

Além disso, para se explorar o comportamento da matriz tridiagonal da Figura 2,
Asci e Gurel (2012) destacam:

Teorema 1. detD, (x,y),, =f,(x,y),n>0 e detD,(x,y)=0.

nxn

Ainda no contexto PBCF, ¢ apresentada uma formula analoga de Binet, explorada
por Witford (1977):
o' (x,y)—B (%, y)

oux,y)—B(x,y)

Partindo da investigagdo desses conceitos matematicos inerentes ao MF, foram
selecionadas algumas defini¢des e propriedades, a fim de serem exploradas em situa¢des
de ensino, tendo em vista a transposi¢do da Matematica Pura para o plano didatico com a
finalidade de oportunizar aos alunos a compreensao da construg@o dessas relagdes. Para
isso, ¢ necessario instigar a mobilizagdo do pensamento intuitivo do aluno em diregdo

Formula analoga de Binet. £.(x.y) = ,para n > 0.
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ao raciocinio inferencial. Dessa forma, as situagdes didaticas propostas nessa pesquisa e
discutidas a seguir possuem um enfoque na TSD.

A TSD NA CONCEPCAO E NA ANALISE 4 PRIORI DAS SITUACOES
DIDATICAS

As situacdes didaticas foram concebidas com fundamentagdo na TSD, pois
essa teoria de ensino tem a finalidade de estimular o cognitivo do aluno no sentido de
desenvolver um conhecimento matematico teorico, através da realizagdo das fases de
acao, formulacdo e validagdo. Para a elaboracdo das situagdes-problema, foi selecionada
a classe dos PBCF, assim, as situagdes propostas possuem um propodsito implicito de
trabalhar a validade de propriedades oriundas do MF.

Doravante, serdo descritas as situagdes-problema elaboradas, seguidas de sua analise
a priori com enfoque na TSD, evidenciando a predicao de possiveis comportamentos que
os alunos possam manifestar durante as fases de a¢do, formulacao e validagao, e também
do posicionamento do professor na fase final de institucionalizacdo. A seguir, tem-se a
primeira situagao-problema.

Quadro 1
Situagdo-problema (1).

(1) De acordo com essa tabela, pede-se para verificar se existe alguma relagdo da mesma com a sequéncia
(0,1,1,2,3,5,8,13, 21,...), caso compreenda que sim, explica-la detalhadamente, em seguida, determine outros
dos termos presentes na SPBCF.

A tabela mencionada no enunciado do Quadro 1 se refere aos termos iniciais da
sequéncia dos PBCF dispostos na Figura 1. Desse modo, na fase de ac@o, partindo de
tentativas, espera-se que o estudante determine uma relagdo entre a SF e a sequéncia
de termos do tipo f, =(x,y) (Figura 1), a fim de identificar cada elemento da segunda
sequéncia como uma representagdo polinomial da SF e, assim, obtenha uma relagdo
recursiva para os PBCF.

Nasituacdodeformulacio,osalunosdevemrecorreradefinicdof, ,, =f, +1

n-1°

paran=>1
para escrever f,,(x,y)=ixf, (x,y)+yf, ,(X,y), com n>1,dando énfase a inser¢do da
unidade imagindria i e das varidveis x e y. Na validacdo, usando a expressao bivariada da
SF, explorada na fase anterior, deve-se determinar alguns termos da sequéncia dos PBCF.

180 Acta Scientiae, Canoas, Vol. 21, N. 3, p.131-193, Jul./Ago. 2019



iT
-z + Y
-1 + 2Tyi
=3y +y°
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Figura 1. Termos iniciais da sequéncia dos PBCF. (Asci & Gurel, 2012).

Ademais, na institucionalizagdo, o professor deve retomar a situagdo didatica e
conferir as producdes dos alunos, a fim de resignar uma extensdo da SF através dos
PBCF. Adiante, a situagdo-problema (2) (Quadro 2) apresenta uma abordagem matricial
para os PBCF com o propésito de averiguar a matriz tridiagonal (Figura 2) proposta por
Asci e Gurel (2012).

Quadro 2
Situagdo-problema (2).

(2) [...] tem-se uma matriz proposta por Asci & Gurel (2012). Explique, com suas palavras, a fungéo e
propriedades dessa matriz, inclusive, seu comportamento para as ordens 2x2, 3x3. 4x4, 5x5, 6x6, etc. Além
disso, considere o teorema detD, (x,y),., =f,(X,y),n>0.

nxn

A segunda situacao-problema, no momento de ag@o, deve ser resolvida partindo
da reflexao sobre os aspectos da matriz proposta, com isso os estudantes devem sugerir
a descrigdo das matrizes quadradas buscando uma compreensao generalizada da matriz,
além disso, ¢ valido discutir como supostamente essa matriz pode ser classificada, tendo
em vista que Asci e Gurel (2012) a definem como tridiagonal. Na fase de formulagao,
os alunos devem calcular os determinantes das matrizes construidas na fase anterior,
além de compreender que os termos da matriz sdo os mesmos da sequéncia dos
PBCF. Assim, os alunos podem apresentar um argumento mais elaborado e formal
com a finalidade de propor um modelo matematico que se aproxime do teorema
detD, (X,¥),,, =f,(Xx,y),n >0 para D;(x,y)=0.

nxn
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Dawy)=1{0 -y iz = 0| n2l

0« 0 -y iz

Figura 2. Matriz tridiagonal. (Asci & Gurel, 2012).

Assim, na validagdo, espera-se que os estudantes utilizem um raciocinio
inferencial, como a indu¢do matematica, para avaliar a validade do modelo matematico
formulado, podendo recorrer a definicdo f  (x,y) = ixf (x,y) + yf (x,y) com n>1 e
partindo dos valores iniciais f(x,y) = 0 e f,(x,y) = 1. Por fim, a institucionalizagdo
possibilita que o docente sistematize e reconhega, através da generalizagdo, a validade

de D,(x,y)=0=detD, (x,y),,, =f,(x,y), n>0.
Quadro 3
Situagdo-problema (3).

o' —p"

(3)AFérmula de Binet conhecida por f, = foi formulada por Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786-1856).
o —

Existe uma férmula analoga para a classe dos PBCF? Caso exista, deduzir a mesma. Considere a equagédo

t?—ixt—y=0.

Vale comentar que, durante as resolucdes das questdes, o aluno pode recorrer aos
conhecimentos construidos na resolugdo dos problemas anteriores. Por conseguinte,
durante a resolugdo da situagdo-problema (3), no momento de agdo, o estudante deve
tentar reescrever a Formula de Binet inserindo as variaveis x e y. Dessa forma, na dialética
da formulac@o, os alunos devem sugerir a reescrita de f,.,(x,y) =ixf, (x,y) + yf, ,(x,y) para n 21,

em fun¢@o da formula variante de Binet £, (x,y) = PP CEY) e n>o.
a(x,y)—B(x,y)

Além do mais, no contexto da validac¢do, deve-se verificar a formula variante de
Binet para o indice n+1, assumindo um raciocino de natureza tedrica como, por exemplo,

(XHH (Xs Y) - B"H (Xs Y)

a(x,y)-B(x,y)
Finalmente, o professor deve institucionalizar, ou seja, formalizar que de fato existe uma

o método de indugdo matematica e com isso obter f,,(x,y)= com n>0.

representacao analoga a formula de Binet para os PBCF.

Quadro 4
Situagdo-problema (4).

(4) [...] ao comparar a coluna da esquerda com a coluna da direita, € possivel interpretar e significar uma
perspectiva historica e evolutiva da sequéncia concebida por Leonardo Pisano em 12027
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A coluna citada no enunciado da situagdo-problema (4) refere-se a tabela da
Figura 9. Assim, na fase de agdo, espera-se que o aluno compare as duas colunas (Figura
9) e compreenda que as propriedades abordadas no contexto dos PBCF se tratam de
uma extensao do modelo de Fibonacci. No momento de formulagdo, os estudantes
devem sugerir que houve um “hiato histérico” no processo de construgdo de modelos
generalizados de Fibonacci. Contudo, pode-se observar que houve uma evolu¢ao do
modelo de Fibonacci a partir da sua extensdo para indices negativos e da insercao de
representagdes matriciais, fungdes geradoras e da formula variante de Binet, dentre
outras relagoes.

A validag@o dessa situagdo apresenta uma perspectiva historica, pela qual se espera
que o estudante compreenda que essa questdo dar énfase a extensdo do MF através
da introdugdo da unidade imaginaria i ¢ das variaveis x ¢ y no MF, caracterizando
assim um processo de complexificagdo do modelo. Essa concepgao ¢ formalizada, na
institucionalizagdo, pelo professor ao relatar que, na dimensao epistemologica, a sequéncia
(0,1,0,2,3,5,8,13,21,...) modelizada por Leonardo Pisano passa por um processo evolutivo-
histdrico, o qual é explorado por meio da classe dos PBCF.

Quadro 5
Situagdo-problema (5).

(5) argumente e deduza qualquer propriedade da sequéncia de Fibonacci e que possa ser relacionada com o
modelo dos Polindmios Bivariados e Complexos de Fibonacci. Justifique essa relagdo. Considere a equagdo
x2-x—-1=0.

A situagdo-problema (5) tem a finalidade de oportunizar ao aluno a compreensao
da construgdo matematica das propriedades oriundas da complexificacdo do
ME. Desse modo, no momento de acdo, os estudantes devem selecionar uma
propriedade da classe dos PBCF. Supondo que as propriedades escolhidas fossem
f =D"'f, e f,n(x,y):Lx’HY). Assim, para deduzi-las, o aluno deve
recorrer a definicdo f,, (x,y) :i;fn(x,y)+yfn71(x,y), para n>1, argumentando que
essa recursividade valida algumas relagdes derivadas do MF, como por exemplo,

o’ —p" o (x,y) =B (X, ¥)

£ =P L xy)=
T TeRD W Yo,

Na fase formulagdo, uma das sugestdes dos alunos deve ser a reescrita das propriedades

,para n > 0.

selecionadas em fungdo, respectivamente, da Férmula de Binet ¢ de sua férmula variante.
Desse modo, espera-se que essas duas formulas sejam verificadas para indices negativos
a fim de determinar as propriedades £ = (-1)""'f, e f_(x,y) = LXHY) Com isso, na
institucionalizacdo, deve-se formalizar que a primeira propriedageyé) intrinseca da SF,
enquanto a outra ¢ uma extensdo dos PBCF. A seguir, serdo descritos os momentos de

aplicagdo e analisados os dados coletados durante a experimentagao.

Acta Scientiae, CanoaVol. 21, N. 3, p.131-193, Jul./Ago. 2019 183



ATSD NA EXPERIMENTACAO E ANALISE 4 POSTERIORI DOS DADOS

O trabalho abordado neste artigo ¢ um recorte de uma pesquisa que foi aplicada na
disciplina de Historia da Matematica, do curso de Licenciatura em Matematica do IFCE.
Vale salientar que os momentos de ensino e aprendizagem foram realizados utilizando
a TSD como metodologia de ensino. Assim, prosseguindo na estrutura da ED, nesta
secdo, os dados obtidos nas situagdes didaticas foram analisados com enfoque na TSD
evidenciando as suas etapas de acdo, formulacao, validagdo e institucionalizacao.

Dessa forma, quanto a situagdo-problema (1), nas etapas de agdo e formulagio,
o aluno A, (Figura 3) buscou estabelecer uma relagdo entre a SF e a sequéncia
(0,1,ix,—x2+y,—x% +2xyi,x" —3x?y +y2..), obtendo a relagdo de recursividade
f.(xy)=ixf (x,y)+yf,(X,y) para n>1. Nesse sentido, para validar sua
estratégia de solucdo, o estudante A, realizou algumas contas (Figura 4) aplicando
f,.(x,y)=ixf, (x,y) +yf,_(X,y), para n>1.com isso ele determinou um termo da
sequéncia dos PBCF.

SR
l\.C'.\.‘nJ‘.{LLq_u'.ul'. o ".-i-‘,ui---.-.-x A l'.'_ti_‘_,,,,“. tr_. 4, 0,2,3,5,8,05-- il )
L.A-w.'.r'! Thhai
5? J': ¥ I.‘
by = | S 1Y
1 9 £, + 1,
1'.. QIM.. a ';u__l_‘ s ||__=; fu . f,_‘ -_!l..__._:_ forn

p
AN LG eamenTE |, Tewbs PALA os Poliwduke

1o = % g i - -‘-u..“‘f !

ASsiu, seeue @us * -'E;Ll.‘l: 1 € ih_i"' =i
jl}.‘:—'-l =4y ’I.;U:I“']:H\.‘i = fw +L= Ll

E'.u] = % {].;-..\ + iﬁ'ﬂ“ = % {t i = % 24

L=
O T
(]
o &

Esfarnivg= Pl 03 Biviwispes (VEW

=

s f
— . - (] I = - J ac
{ f:q“.-_. 1= L Batxd) wd B _Cxiid | Peh B 05 PRT Zsr mawnciond 4

- e fin
oad A Sedaicud De Fel A4CE

Figura 3. Fase de agao e formulag&o: relagéo entre a SF e os PBCF.
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Figura 4. Fase de validagao: determinagdo de um termo da sequéncia dos PBCF.

Por conseguinte, na resolugao da situagdo-problema (2), os alunos se depararam com
uma matriz (Figura 2), assim, como um comportamento de agéo e no sentido de determinar
uma nomenclatura para a matriz proposta por Asci ¢ Gurel (2012), tem-se o comentario:

Aluno A, [...] Essa matriz proposta por esses estudiosos vdo originar os Polinomios
Bivariados. A matriz diagonal é aquela que todos os elementos que ndo estdo na
diagonal principal sdo zero. Comparando aqui, essa tem trés “camadas” como
sendo trés diagonais |[...].

Figura 5. Fase de agao: comportamento da matriz tridiagonal quadrada.

Além do mais, na Figura 5, pode-se observar que A, buscou explorar o
comportamento da matriz. Enquanto, na formulagao, o estudante A, (Figura 6) sugere
que o determinante de cada matriz quadrada é um termo da sequéncia dos PBCF, desse
modo, ¢ abordado o teorema detD, (x,y),,, =f,(X,y),n=0com D,(x,y) =0.

Acta Scientiae, CanoaVol. 21, N. 3, p.131-193, Jul./Ago. 2019 185



det DV\(M) :’ﬂ\(x,‘{\ M2 0
d&i@e(m) =0
dok D (xy) = L =FLOxiy)

dUQ D&( x[ﬂ: LX :—FQCXIY’)J

Figura 6. Fase de formulagéo: relagdo do determinante da matriz com os PBCF.

Na situagdo de validagdo, foi observado que muitos estudantes estavam
acompanhando a construgdo das relagdes matematicas, assim, alguns alunos avaliaram a
validade do Teorema 1 por indu¢@o matematica. Um aspecto desse processo € evidenciado
na introduc@o do passo indutivo (Figura 7) na demonstrac@o do Teorema 1.

duk D“n-d('l,y) = qz—w\—m (1,}') o det Dmlg\(t,y):pn-;(‘.‘[,y}'-

ek Dn(?(,y) = e s DT\-A(I,Y)-I— Y dudt Fh—a.('x,
- ,(‘xFﬁnﬂL (xr‘f)“l'}"q:n-g (I,Y)

Figura 7. Passo indutivo na demonstracéo do Teorema 1.

A situagdo-problema (3) oportuniza os alunos a explorarem a Formula de Binet no
contexto dos polindmios com duas variaveis. Desse modo, na etapa de a¢go, foi proposta

areescrita da formula de Binet na forma f, (x,y) = M para n > 0. Assim, na
a(x,y) - B(x,y)

formulagdo, a equagao caracteristica t>—ixt —y = 0 foi explorada, a fim de se obter relagdes

X +4/4y -x? e Blx y)_ix—\/4y—x2

oriundas das suas raizes: o(x,y) R >
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Figura 8. Parte da demonstragdo da féormula variante de Binet.

No processo de validagdo, os alunos verificaram a formula variante de Binet para o

indice n+1, obtendo £, (x.y)= @™oy =B y) para n >0. NaFigura 8, esta explicita
o(x,y) —B(x,y)
uma demonstragdo matematica feita pelo aluno A,.

O esquema comparativo entre a SF e a sequéncia dos PBCF foi explorado na
situagdo-problema (4). Nesse sentido, na acdo (Figura 10), o aluno A, explica que ao
comparar as colunas da tabela (Figura 9) € possivel considerar que o esquema trata de
um levantamento bibliografico das propriedades inerentes ao MF, representando a sua
extensdo. Prosseguindo, na formulagdo (Figura 11), o estudante A, identificou a existéncia
de um “hiato historico” nas pesquisas sobre a generalizagdo do MF, observado nas datas
de registro das propriedades.
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Descricio historica

Propriedades do: polinomios bivariados de
Fibonacci
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Caso de dnanbilidade relacionadas com a 5F Drvimbalidsde dos PBF introdumdas por Jaceb;
Feutenauer & Sakareviteh (2006)
H,y(x,y)=a,,H(x,3)=a, [F;(Jn ¥)=0,F(x,3) =1
H (e, ) mz-H (x,0)+3-H_(x,3) Fo(,y)mbe- F (x, )+ y-F_ (x,5)
Polindmios bivariados i idos por Forma complexa dos PBF introdunidos por Asci &
Catalan em 2004, Gurel (2012; 2013)

Figura 9. Esquema comparativo entre a SF e a sequéncia dos PBCF. (Alves & Catarino, 2017).
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Figura 10. Fase de agao: interpretagao historico-evolutiva do MF.
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Figura 11. Fase de formulag&o: “hiato histérico” do MF.

Dessa forma, a fim de validar os argumentos elaborados, o aluno A, explicou que na
historia dos conceitos da SF existe uma evolugdo evidenciada com a inser¢ao da unidade
imaginaria i ¢ de variaveis no MF e os PBCF representam uma tipologia generalizada do
modelo na forma complexa. Essa concepgdo ¢ enfatizada a seguir:

Aluno A;: [...] a férmula da primeira é muito basica, elementar. Na segunda ele
aperfei¢oou o que ja existia, acrescentou as variaveis, agora da pra trabalhar
com polinémios a partir dessas formulas. Na ultima linha, ele ja trabalhava com
polinémios s6 que ai no Fibonacci, ele vai trabalhar nos complexos. Sempre tendo
uma extensdo |[...J.

Concluindo a sequéncia de atividades, na situagdo-problema (5), em sua fase de
acdo, os alunos recorreram a Figura 9 para selecionar as propriedades. Assim, alguns
_fn (X’ Y)

alunos decidiram explorar as identidades f |, = (-1)""'.f, e f , (x,y) = -y
-y

Figura 12. Fase de formulagao: Férmula de Binet.

Figura 13. Fase de formulagao: formula variante de Binet.
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Nesse contexto, na formulagao (Figuras 12 e 13), os alunos exploraram a formula
de Binet ¢ de sua variante, a fim de obter as identidades selecionadas. Por fim, na
validagdo (Figura 14), os estudantes conseguiram demonstrar as duas formulas para
indices negativos.

Figura 14. Fase de validagao: propriedade inerente aos PBCF.

Finalmente, vale comentar sobre a institucionalizacao feita pelo professor-
pesquisador ao final da resolucdo de cada situagdo-problema. Neste momento, sdo
analisadas as produgdes dos alunos a fim de organizar, através de um raciocinio
generalizador, o conhecimento construido. Assim, na situagdo-problema (1), consegue-
se compreender a classe dos PBCF como uma forma generalizada do MF, na situagao
(2), consegue-se validar o Teorema 1 e na situagdo (3), se extrai uma férmula variante
de Binet para os PBCF. Na situacdo (4), foi formalizado o processo de complexificagdo
do MF com énfase na classe dos PBCF a partir da inser¢ao da unidade imaginaria i e de
variaveis. Na ultima situacdo, as propriedades (Figura 9) dos PBCF sdo generalizadas
como uma extensdo do MF. Doravante, sera discutida a validacao desta pesquisa.

VALIDACAO INTERNA

A validagdo da pesquisa ¢ feita internamente, conforme a ED, através dos resultados
obtidos da analise da aplicagdo das situagdes didaticas. E, vale mencionar que nao foi
feita uma comparacdo dos dados coletados nesta pesquisa com produgdes externas a esta
aplicag@o. O que caracteriza a validagdo interna desta pesquisa. Dessa forma, como o
trabalho apresentado aqui se trata de uma parte de uma pesquisa, pode-se concluir que
houve a validag¢ao das hipdteses didaticas especificas e inerentes ao estudo da classe
dos PBCF, o que pode ser evidenciado através da construcdo ¢ aprendizado de um
modelo generalizado polinomial bivariado da SF, com énfase na validade matematica de
propriedades e teoremas investigados na sala de aula.
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A vista disso, a TSD foi um fator relevante para a validagio desta pesquisa. Numa
perspectiva epistemoldgica, pode-se destacar que a institucionalizagdo com enfoque na TSD
feita pelo docente, evidenciou o éxito na construgao das relagdes oriundas do MF através
de demonstragdes matematicas. Todavia, na validagdo interna, além da investigagao de
defini¢des e propriedades dos PBCF, foram considerados aspectos cognitivos e didaticos.

No plano didatico, as situagdes didaticas oportunizaram a compreensao do processo
de construgdo de propriedades e teoremas, com a mobilizagdo do raciocinio generalizador,
e o entendimento do processo evolutivo-historico da SF. Desse modo, quanto a cognigao,
observou-se que durante as fases da acdo, formulagéo e validagao da TSD, alguns alunos
conseguiram evoluir desenvolvendo um raciocinio inferencial.

Por fim, compreende-se que de fato, as aulas de Histéria da Matematica, onde a
pesquisa foi aplicada, foram abordadas numa perspectiva epistemologica no que diz
respeito ao processo de complexificagdo do MF com énfase na classe dos PBCF. Isso
foi possivel devido a efetivagdo do contrato didatico entre o professor e os alunos diante
das situacdes didaticas.

CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo apresenta um recorte de pesquisa realizada no PGECM-IFCE e que
investigou o processo de complexificagdo do modelo de Fibonacci, contudo, ficou
restrito a classe dos PBCF. Compreende-se que as defini¢des e teoremas explorados nessa
pesquisa, t€ém sua origem na Matematica Pura, dessa forma, se fez necessario realizar
uma transposi¢ao didatica desses conceitos matematicos para o plano pedagogico, a fim
de serem ensinados aos alunos no curso de Licenciatura em Matematica.

A vista disso, pode se observar que as situagdes didaticas aplicadas com enfoque na
TSD, incorporada a ED, possibilitou realizar um processo de aprendizagem das relagdes
matematicas seguindo, de modo implicito, a estrutura de uma demonstragdo matematica,
¢ mobilizando um raciocinio inferencial. Assim, foi compreendido que o processo de
constru¢do do modelo Polinomial Bivariado e Complexo de Fibonacci representa uma
generalizagdo do modelo de Fibonacci, evidenciando seu processo historico e evolutivo.
Isso também oportunizou o desenvolvimento de uma concepcdo epistemologica no
ensino de Historia da Matematica. Tal concepgao esta associada ao campo epistémico-
matematico, ou seja, ao estudo da estrutura algébrica de um modelo matematico nao trivial.
O que ¢ pouco pormenorizado nas aulas de Historia da Matematica, as quais se limitam,
na maioria das vezes, a discutir a biografia dos matematicos ¢ o contexto historico em
que as relagdes generalizadas surgiram.
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