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RESUMO

O presente texto analisa 0s processos de argumentacao e validagdo em geometria, mobilizados
por um grupo de trabalho colaborativo constituido por professores académicos e da escola basica,
alunos da graduagdo e pos-graduacdo. Esse grupo, durante quatro anos, dedicou-se a estudos e
pesquisas sobre geometria. Sua constituicdo foi decorrente da constatagdo de o quanto essa area
de conhecimento ainda continua ausente da préatica pedagdgica e da formacéo docente. Um dos
focos de discussdo do grupo, presente neste artigo, refere-se a algumas concepgdes do que sejam
provas na matematica escolar, principalmente com a utilizagdo de ambientes computacionais.
Defende-se que, para chegar a uma prova formal, os alunos necessitam vivenciar contextos de
aprendizagem marcados por processos de argumentagao e validagdo na escola bésica. Essa discusséo
é complementada com a apresentacdo de uma experiéncia do grupo resolvendo um problema sobre
solidos geométricos truncados, decorrente de um ambiente marcado por verdades provisorias.
Busca-se evidenciar o quanto o trabalho colaborativo possibilita a circulagdo, a negociagdo e a
apropriagdo de significados geométricos e contribui para a produgdo de saberes docentes.
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A collaborative work context facilitating argumentation and
validation processes in geometry

ABSTRACT

This text brings an analysis of the argumentation and validation processes in geometry,
worked out by a collaborative work group constituted of academic and elementary school teachers,
graduation students and post-graduation students who spent four years on studies and research on
geometry. The group was formed after verifying how pedagogical practice and teacher education
have been lacking geometry knowledge. One of the group’s discussion topics, contained in this
article, refers to some conceptions of proofs in mathematics at school, especially in computing
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environments. It is argued that students need to experiment learning contexts characterized by
argumentation and validation processes in elementary school before they come to face a formal
proof. The text also presents a problem-solving experience with truncated geometric solids shared
by the group, in an environment marked by temporary truth. This is an attempt to clearly show
how effective collaborative work can be for circulation, negotiation and assumption of geometric
meanings, contributing to the production of teaching knowledge.

Keywords: Argumentation and Validation in Geometry. Proofs. Collaborative Group.

INTRODUCAO

Nossa experiéncia como docentes e formadores em cursos de licenciatura em
Matematica e Pedagogia tem revelado que o ensino de geometria no ensino fundamental
ainda merece uma atencéo maior. Apesar de todo o movimento de reforma curricular da
década de 1980 apontar para a necessidade da insercao dessa disciplina na sala de aula,
constata-se que, na pratica, isso pouco ocorre e, quando acontece, percebe-se uma visao
bastante reducionista do que seja a formagédo do pensamento geométrico.

Quais as causas que tém provocado essa auséncia em sala de aula? Por que a
resisténcia por parte de alguns professores em inserir a geometria no curriculo, embora
esta se faca presente nos livros didaticos?

Discutir essas questdes requer pensar no proprio movimento de resgate do ensino da
geometria, ocorrido nas duas Ultimas décadas do século XX e inicio do século XXI, visto
que ela, em decorréncia do Movimento da Matematica Moderna nas décadas anteriores,
foi relegada a um plano secundario. Requer também pensar em alternativas de formagao
docente que sejam promissoras, no sentido de preencher as lacunas existentes na formagéo
dos professores que atuam na educacao basica ou dos futuros professores —a maioria deles
oriunda de uma educacdo basica marcada pela auséncia do ensino de geometria.

Essas reflexdes mobilizaram-nos para a constituicdo de um grupo para estudos
e pesquisas nesse campo, voltado a formacdo docente. Trazemos aqui parte de nossas
reflexBes e experiéncias. Assim, desenvolvemos o presente texto em dois momentos:
primeiro destacamos algumas perspectivas emergentes para a geometria escolar; em
seguida, analisamos uma experiéncia de formagéo docente no contexto de um grupo de
estudos em geometria. Nosso objetivo é focar aimportancia de um trabalho compartilhado,
para possibilitar ao professor em formag&o — inicial ou continuada—a vivéncia de contextos
em que os processos de argumentacao e validagdo estejam presentes.

TENDENCIAS DIDATICO-PEDAGOGICAS

EMERGENTES PARA O ENSINO DE GEOMETRIA

No final dos anos de 1970, os pesquisadores em educagdo matematica comegaram
a mobilizar-se com vistas a pensar no resgate do ensino da geometria. As reformas

curriculares estaduais no Brasil — em especial, a Proposta do Estado de S&o Paulo —, na
década de 1980, explicitaram essas preocupacdes e buscaram propor situacoes passiveis
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de serem trabalhadas em sala de aula, numa perspectiva bastante construtivista na época.
Os PCN, na década de 1990, reforcaram essas preocupacdes e ampliaram a concepgéo de
formacgdo do pensamento geométrico, propondo o campo “Espaco e Forma”, revelando
uma aproximacao com aquela defendida por Bishop (1983, apud NACARATO, 2000)
de que a geometria € a ciéncia do espaco.

Paralelamente a esse movimento, aumentou significativamente o nimero de
pesquisas produzidas nessa tematica. Andrade (2004), em sua dissertacdo de mestrado,
realizou um estado da arte sobre a producdo brasileiraem geometria, tomando como objeto
de estudo os anais dos Encontros Nacionais de Educacdo Matematica (Enem), com vistas
a identificar as tendéncias didatico-pedagogicas presentes nos trabalhos* apresentados. O
corpus? da pesquisa foi composto por 363 trabalhos, e a andlise centrou-se em duas grandes
categorias: geometria experimental — entendida como aquela baseada na experiéncia e
na acdo humanas — e geometria em ambientes computacionais. Enquanto a primeira
concentrou 48% dos trabalhos, a segunda reuniu 23%. E provavel que o percentual
da segunda categoria tenha se alterado bastante nos Gltimos anos, em decorréncia da
expansdo das abordagens tecnoldgicas em educagdo matematica, principalmente da
geometria dinamica.

Uma constatacdo do autor diz respeito a abordagem fortemente empirica que marcou
0s primeiros trabalhos sobre o ensino desse campo de conhecimento. Uma explicagdo
possivel para esse fato pode ser a preocupagao dos educadores matematicos em apresentar
contextos mais praticos de sala de aula, que pudessem motivar o professor para esse
contetido. Foram muitos os trabalhos que envolveram o uso de geoplanos, tangram,
dobraduras ou outros recursos didéticos.

Numa concepg¢ao empirista de geometria:

A experiéncia é considerada a Unica fonte legitima do conhecimento e sobre a
qual a razdo ndo tem nenhuma prioridade. Segundo essa visao tamhém radical, a
consciéncia tira exclusivamente da experiéncia os contetdos para a razao. O ser
humano seria, a principio, uma tdbua rasa que deveria ser pouco a pouco preenchida
pelas atividades experimentais. Dessa forma, todos 0s conceitos teriam origem
nesse tipo de atividade. (PAIS, 2000, p.10)

N&o se trata de questionar a importancia dessa concep¢do e do uso de recursos
didaticos para o desenvolvimento do pensamento geométrico; no entanto, como afirma
Pais (2000), o problema esta no fato de que muitas dessas atividades ndo transcendem os
aspectos puramente empiricos. Nesse sentido, o trabalho de Andrade (2004) corrobora
a hipdtese de Pais (2000) de que, apés 0 Movimento da Matematica Moderna, a énfase
deslocou-se da geometria racional para a empirica. O grande desafio, segundo Pais,
consiste em encontrar um ponto de equilibrio entre as duas abordagens.

1 Em todas as modalidades: poster, comunicacéo cientifica, relato de experiéncia, palestra.
2 Anais dos Encontros Nacionais de Educagdo Matematica (Enem) de 1987 a 2001.
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A concepcéo racionalista tem a geometria euclidiana como melhor exemplo.
Segundo Pais (2000, p.9), a

[...] visdo racionalista ndo se fundamenta em nenhum tipo de experiéncia sensitiva.
Seriam conhecimentos evidentes por si mesmo obtidos unicamente pelo esforco
da razdo. A evidéncia exigida na compreensdo dos axiomas mostra que se trata de
conhecimentos necessariamente verdadeiros e universais.

Essa concepcéo predominou nos curriculos escolares até a década de 1960, quando
foi, de certa forma, abandonada pelos ideais renovadores e pela pretenséo de incluir nos
curriculos escolares uma abordagem mais atualizada — a geometria das transformagdes®.
No entanto, como se sabe, essa proposta ndo foi colocada em prética, quer pela sua
abstracdo, quer pela falta de formacéo dos professores para trabalha-la. O que se observou
nas décadas de 1960 e 1970 foi o total abandono do seu ensino.

O autor ainda identifica o que ele denomina de tendéncias moderadas — aquelas
que oscilam entre o racionalismo e o empirismo. Entendemos que essas tendéncias
moderadas pouca influéncia exerceram na educacdo matematica brasileira. As duas
concepcdes antagdnicas — racionalista e empirista — foram as que predominaram nas
atividades escolares.

Pais (2000) propde a “busca de um ponto de equilibrio na constru¢do de um
racionalismo aplicado”, ou seja, “um racionalismo aberto para receber tanto as influéncias
da raz8o como da experiéncia e assim captar todos os sinais indicadores da necessidade
de mudanga para a construcéo de um saber escolar mais significativo” (PAIS, 2000, p.14,
grifo do autor).

O estudo de Andrade (2004) identificou, principalmente no Enem de 1998 e de
2001, um movimento didatico-pedago6gico nesse sentido proposto por Pais: ndo uma
geometria escolar racionalista radical, mas uma geometria escolar mais exploratoria,
buscando aportes socioculturais, contextos de problematizagéo e de produgéo/negociagao
de significados. Emergiram também trabalhos que buscavam resgatar os processos de
provas e argumentagdes nesse campo do saber matematico. Evidentemente, trabalhos na
perspectiva empirista ainda se faziam presentes.

Mas o que estamos entendendo por uma abordagem sociocultural ou de produgéo
e negociagdo de significados? Apoiamo-nos em tedricos que discutem o0s processos de
significaco. Para Pino (1994, p.6-7), os processos de significagdo envolvem os modos de

[...] circulacéo/(re)elaboragéo/producdo de significacdo, tomado esse termo como
um conceito que engloba tanto os significados ja instituidos quanto os possiveis
sentidos que as coisas (palavras, eventos, acdes etc.) podem ter para as pessoas e
que emergem nas relagdes interativas, em particular as discursivas. Os processos de

3 Como propunha o Movimento da Matematica Moderna.
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significacéo concretizam-se na vida quotidiana das pessoas nas diferentes formas
de comunicacéo, uma vez que toda significagdo é uma producdo social.

Outro tedrico que discute esses processos é Bruner (1997, p.23), o qual considera
que “nosso meio de vida culturalmente adaptado depende da partilha de significados e
conceitos. Depende igualmente de modos compartilhados de discursos para negociar
diferencas de significado e interpretacdo”. Para este autor, os significados séo elaborados
e reelaborados no dominio publico: “nos vivemos publicamente através de significados
publicos, compartilhados por procedimentos publicos de interpretacao e negociagao”.

A pesquisa de Andrade (2004) trouxe, ainda, indicios de que uma nova abordagem
para o ensino da geometria emergia no inicio deste século. Varios trabalhos sinalizavam
a necessidade de retomar os processos de validacdo dos procedimentos geométricos,
mas numa nova concep¢do de validacdo e provas. Destacaram-se nesse movimento 0s
trabalhos do Projeto Funddo, da UFRJ, principalmente aqueles ligados aos processos de
provas e argumentagdes.

Mas qual o sentido de falar em provas na educacédo basica? Evidentemente, um
novo olhar vem sendo lancado para essa questdo, e a literatura ja indica uma série de
pesquisas desenvolvidas nessa perspectiva.

Nasser e Tinoco (2001) apresentam uma boa revisdo sobre os tipos de provas em
matematica. Segundo elas, ap6s 0 abandono da Matematica Moderna, com 0 movimento
de retorno as bases da matematica, o que se viu foi 0 abandono total do raciocinio dedutivo,
das argumentac0es e das demonstragdes.

Apesar das mudancas que os livros didaticos vém sofrendo, aproximando-os
das discussOes da area de Educacdo Matematica, a préatica de sala de aula ainda esta
presa a cultura do exercicio, com pouco espago para discussdo, trocas e negociacdes
de significados, levantamento de conjecturas e validagdo destas. No que diz respeito as
provas e as argumentacgdes, muitos pesquisadores vém se debrucando sobre essa temética.
Nasser e Tinoco (2001) destacam os trabalhos de Hanna e Jahnke (1996), que analisam
pesquisas que discutem as funcdes da prova, os tipos de provas aceitas por matematicos
e por educadores matematicos, além de estudos investigando os progressos dos alunos
no desenvolvimento do raciocinio dedutivo. Para elas, a prova ou demonstracéo tem
varias funcdes, mas a mais usada é a de validacdo de um resultado ou conjectura. No
entanto, para a maioria dos alunos da escola bésica, a prova nao se faz necessaria, porque
o resultado é ébvio para eles; prendem-se, muitas vezes, as evidéncias e/ou aos aspectos
visuais. 1sso constitui, para o professor, 0 grande desafio, que consiste em ajudar seus
alunos a compreender a necessidade de validacdo de um processo.

Outra funcéo da prova, bastante aplicavel & educagdo bésica, é a de explicar ou
elucidar, isto é, mostrar por que o resultado € verdadeiro. Talvez essa seja a fungdo mais
exequivel em termos de ensino fundamental —ajudar o aluno a explicar, de forma plausivel,
a validade de um procedimento utilizado.
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Hanna (1995, apud PIETROPAOLO, 2005, p.80) distingue as funcdes da prova
matematica na pratica profissional e na educacdo matematica. Segundo ela, “enquanto
na pratica matematica a funcdo da prova é a justificacéo e a verificacdo, a sua funcéo
principal na educacdo matematica € seguramente a de explicacdo”. Nesse aspecto, a autora
considera que uma boa prova na matematica escolar € aquela que possibilitaa compreenséo
ao aluno, ou seja, a demonstracéo realizada deve incentivar a compreenséo. Segundo ela,
0 maior desafio consiste em encontrar meios efetivos de usar a prova como promogéo de
compreensdo. Na concepgéo de prova como explicacéo ou clarificacéo, a autora entende
que a clarificacéo é distinta de uma mera justificacao (p.87): “quando os estudantes estdo
estudando proposi¢des que eles sabem ser verdadeiras, a principal funcéo da prova ¢,
obviamente, aquela da explicagdo. Para os professores, entdo, ha mais vantagens a serem
obtidas por usar provas explicativas.” (HANNA, 2000, p.90).

De Villiers (2001) partilha dessa posi¢cdo de Hanna, pois também defende a
demonstracdo* como um processo de explicacdo, até mesmo para 0s matematicos:

Assim, namaior parte dos casos em que os resultados em questao sdo intuitivamente
evidentes por si mesmos e/ou sdo apoiados numa quase-empirica evidéncia
convincente, a fungdo da demonstracéo para os matematicos ndo € a de verificacéo,
mas sim a de explicacdo. (DE VILLIERS, 2001, p.33)

Nasser e Tinoco (2001) destacam que a prova tem a funcdo de sistematizar o
conhecimento, preparando o terreno para 0 processo dedutivo. Nessa modalidade, 0s
processos de argumentacdo e comunicacao sdo fundamentais para que o aluno compreenda
0 que é uma validacdo e, futuramente, possa fazer suas proprias demonstraces.

De Villiers (2001, p.34) também analisa essa fun¢éo da demonstragdo como processo
de sistematizagéo:

A demonstracdo revela as subjacentes relacdes l6gicas entre afirmacdes de um
modo que nenhum ndmero de testes quase-empiricos ou a intui¢do pura seriam
capazes de realizar. A demonstracéo é assim uma ferramenta indispensavel para
transformar num sistema dedutivo de axiomas, defini¢Bes e teoremas, em um
conjunto de resultados conhecidos.

E possivel, pois, constatarmos a diversidade de concepcdes e fungdes que existem
para as provas ou demonstracoes. Entretanto, hé certo consenso entre os pesquisadores
de que os alunos necessitam ser preparados para dominar o processo dedutivo, e um dos
caminhos apontados para isso é o da argumentacdo. Uma argumentac&o satisfatdria tem
que ser construida gradativamente pelos alunos, o que exige instrucdo adequada, a ser

4 O autor utiliza o termo “demonstra¢éo”, e ndo “prova”.
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ministrada pela escola basica. Cabe a esta, portanto, encaminhar os alunos para o dominio
do processo dedutivo.

Como contribuir para que o aluno avance nos processos de argumentacao? Nasser
e Tinoco (2001), por exemplo, defendem que a prova empirica pode ser uma ferramenta
importante ao processo.

O aluno mostra uma figura porque o resultado é verdadeiro. [...] Dependendo da
faixa etaria e do nivel de raciocinio dos alunos, o professor deve aceitar, e até mesmo
estimular justificativas desses tipos. Haja vista que existem pessoas que sdo mais
visuais, ou seja, tornam os conceitos abstratos e imagens reais ou mentalmente
visiveis. (NASSER; TINOCO, 2001, p.4)

No entanto, entendemos que, com o avanco da escolariza¢do, o aluno precisa ser
incentivado a apresentar argumentacdes e validacGes mais consistentes, aproximando-se,
de alguma forma, da prova matematica. Como essas discussdes se aplicam a escola basica?
Para Garnica (2002), fazem-se necessarias novas compreensdes do que seja uma prova.
Para ele, “o0 modo de argumentacdo por exceléncia é a prova rigorosa ou demonstracao
formal, envolta em paradoxos, mas com o objetivo de firmar, definitivamente, a veracidade
das afirmacdes Matematicas.” (p.97). Portanto, tal pratica profissional deve ser relativizada
para utilizacdo em sala de aula. Nesse sentido, entendemos que na educacao basica nao
faz sentido falar em demonstracdo formal, mas, sim, em processos de validagao.

Sem divida, a discusséo é ampla e, como mostra o trabalho de Andrade e Nacarato
(2004), vem ganhando cada vez mais espaco, principalmente com o uso de ambientes
computacionais, 0 que, com certeza, exigira novas discussdes sobre 0s processos de
validacéo e prova em geometria.

A introducdo de ambientes computacionais e 0 uso de softwares de geometria
dindmica vém impondo a necessidade de repensar outros tipos de prova. Hanna (2000), por
exemplo, discute o uso de provas de visualiza¢éo ou visuais e afirma que “representacdes
visuais podem ser usadas, ndo apenas como evidéncias de afirmacfes matematicas, mas
também em suas justificacdes.” (p.91). Diferentes pesquisadores, além desta autora,
estdo envolvidos em estudos sobre as potencialidades das representagdes visuais para as
provas matematicas e defendem que o uso de diagramas ou de outros recursos visuais
pode facilitar a compreensdo de uma proposi¢do. No entanto, uma das controvérsias
que essa discussdo tem gerado diz respeito ao fato de que essas representacdes visuais
ndo podem substituir a prova. A autora aponta trabalhos que vém propondo o uso de
provas com raciocinios visuais e sentenciais, com a crenga de que a prova vai além da
estrutura sintatica das sentengas. Assim, informagdo visual e informacéo sentencial ndo
sdo exclusivas no desenvolvimento de uma prova.

Outra perspectiva bastante interessante tem sido apontada por De Villiers (1997,
p.23 apud PIETROPAOLO, 2005, p.89), a qual defende que o uso de atividades de
investigacéo pode contribuir para a compreensdo da necessidade de uma prova.
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Essas atividades, além de favorecerem o convencimento do aluno de determinados
resultados, poderdo servir de alavanca para diversas indagacoes, tais como a do
“por que” das coisas funcionarem de uma determinada maneira e ndo de outra.
Segundo esse pesquisador, os alunos rapidamente admitem que a verificagdo
indutiva/experimental pode confirmar um resultado ja conhecido, mas ndo esclarece
nem contribui para uma compreensao satisfatdria: “eles parecem achar necessario
entéo procurar mais por argumentos dedutivos como uma tentativa de explicacéo,
mais do que uma verificagéo.

Nessa perspectiva, Costa (2008) teve como um dos objetivos de sua pesquisa analisar

0s processos de provas e validacdes em atividades de natureza investigativa, em diferentes
midias, mais especificamente, na utilizacdo de softwares de geometria dinamica. Para
tanto, buscou tecer uma relagdo entre a Matematica Profissional e a Matemética Escolar,
com vistas a significar um trabalho com provas e valida¢des no ambiente escolar e/ou na
formag&o docente. Nesse sentido, o autor aponta que:

Em determinado momento nos aproximamos do matematico, buscando trazer o seu
“fazer matematico” para nossa sala de aula enquanto flexibilizamos a concepcéo de
prova e nos afastamos da forma especifica do seu trabalho com ela. Nosso interesse
é tentar entender como trazer a prova para o contexto escolar, seja diretamente
relacionado ao aluno ou relacionado a formag&o do professor, aproveitando o que a
matematica tem de mais atraente: sua capacidade criativa. (COSTA, 2008, p.45)

Aanalise realizada na pesquisa de Costa (2008, p.147) indica a potencialidade das

atividades investigativas para colocar o aprendiz (aluno) em movimento de pensamento
matematico, em que ele “podera confrontar-se com tarefas que o envolvam, estimulando-o
a explorar, experimentar, fazer conjecturas e testa-las, estruturar seu raciocinio de forma
I6gica e comunicé-lo a seus pares”. Nesse sentido, o autor conclui:

Ao serem feitas [as atividades] em grupos e/ou subgrupos, aquele que participa
reconhece nos integrantes do grupo, os pares a quem deve convencer de seu ponto
de vista, por meio de uma argumentac&o estruturada e I6gica, e também se coloca
na outra condi¢do quando ouve e analisa as argumentacdes dos outros membros.
Dessa forma, a Matematica Escolar aproxima-se da Matematica Profissional
quebrando a sensacédo de que os contetidos apresentados na Matematica Escolar
foram concebidos de forma “milagrosa” por mentes privilegiadas e nao por trabalho
exaustivo e sistematico. (COSTA, 2008, p.148)

Todos esses estudos e pesquisas relacionados aos processos de argumentacdes e

provas evidenciam o quanto o campo da pesquisa vem avangando nos ultimos anos. No
entanto, a geometria escolar continua muito distante de todas essas discussoes.
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Para que o professor possa contribuir para os avangos do aluno nos processos
de argumentacdo, validagdo e provas em geometria, ele precisa, mais do que tudo,
ter o dominio conceitual e epistemoldgico sobre ela. Mas como garantir tais avancos
com as lacunas que o professor traz em sua formagdo geométrica? Como proceder, se
o0 proprio professor ndo acredita na necessidade de colocar o aluno em situagdes que
requerem argumentacGes mais apuradas? Nossa experiéncia tem evidenciado que 0s
alunos chegam aos cursos de licenciatura em Matematica sem nunca terem desenvolvido
provas matematicas de qualquer natureza; que a tentativa de trabalhar em uma pratica
diferenciada, como as atividades investigativas na disciplina de geometria euclidiana,
exige muitos esforcos do docente, uma vez que este necessita romper com uma cultura
de aula de matematica, principalmente no Ensino Superior, vinculada a aula expositiva
e a resolucéo de exercicios de fixacdo (GRANDO, 2009).

Cientes das lacunas existentes na formacdo geométrica dos professores,
constituimos, na Universidade Sdo Francisco, um grupo de estudos e pesquisas sobre
0 ensino de geometria. A seguir, apresentamos 0 grupo e alguns pressupostos que tém
norteado o trabalho.

O TRABALHO COMPARTILHADO COMO FACILITADOR
DE ARGUMENTACOES E APROPRIACOES
CONCEITUAIS EM GEOMETRIA

O grupo existe desde 2003 e é formado por professores, graduandos, pos-graduandos
e professoras formadoras que estudam e pesquisam sobre o ensino de geometria®. Em
decorréncia da dimensdo colaborativa que existe no grupo, este passou a denominar-se
Grucogeo® e, no periodo de julho de 2005 a julho de 2007, contou com apoio financeiro
do CNPq’ para o desenvolvimento de uma pesquisa sobre 0 ensino de geometria em
diferentes midias. As reunides do grupo ocorrem semanalmente, as segundas-feiras, das
17 as 19 horas, no espaco da universidade.

O grupo é “aberto”, possibilitando a entrada e a saida de seus participantes —
aproximadamente 15 em cada semestre letivo —, e tem participacdo voluntaria. Tais
caracteristicas possibilitam que nédo haja compromissos formais com o cumprimento de
um programa, por exemplo, e que cada tematica possa ser discutida com profundidade.

Ha uma dinamica de trabalho no grupo, desde o seu inicio, que consiste na elaboragao
coletiva, na aplicacdo, na avaliacao e na analise de atividades de geometria para a sala de
aula na educagdo basica. Para a elaboracgao das atividades, sdo constituidos subgrupos
nos quais pelo menos um participante precisa ser professor da escola basica, para que
este possa desenvolver a atividade na sua sala de aula. Na fase de desenvolvimento, esse
professor € acompanhado pelos graduandos, que o auxiliam também com os registros do

5 A partir de 2009, o grupo mudou a tematica de estudo para Estocastica.
6 Grucogeo € a sigla para Grupo Colaborativo em Geometria.
7 Processo MCT/CNPq n° 473697/04-1.
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desenvolvimento da atividade, do envolvimento dos alunos, das duvidas e dos conflitos
surgidos na aula. Todo esse material é apresentado ao grupo para analise e discusséo,
com sistematizacOes posteriores.

Nesse sentido, entendemos que o Grucogeo tem favorecido tanto a producéao de
saberes em geometria para, na e da sala de aula, como também tem possibilitado as
professoras formadoras a compreensédo e a ampliacdo de pesquisas relativas aos processos
formativos docentes.

O fato de o grupo contar com professores e futuros professores da a ele uma
dimens&o colaborativa muito interessante, na qual cada um contribui com o que pode: 0s
professores escolares apresentam suas experiéncias profissionais e suas dividas quanto
ao ensino de geometria; os licenciandos, embora sem a experiéncia docente, possuem um
conhecimento académico de producéo do conhecimento matematico, além de poderem
contribuir com as questdes relacionadas a tecnologia. Tal dimenséo possibilita a produgao
de saberes da e sobre a docéncia, decorrente das atividades desenvolvidas a partir de
vérias tematicas.

Dentre as atividades que o grupo desenvolve, prevalecem as de natureza investigativa
em diferentes midias. Para ilustrar essa dinamica interativa do Grucogeo, faremos um
recorte de um dos movimentos ocorridos no grupo, que envolveu uma tarefa com sélidos
truncados, realizada durante o primeiro semestre de 2007.

UMA EXPERIENCIA... UM AMBIENTE DE VERDADES
PROVISORIAS

A tarefa aqui relatada e desenvolvida no Grucogeo foi adaptada do Projeto
Matemética para todos, da Associagéo de Professores de Matemética® de Portugal (APM,
1998, p.103). A partir dos solidos platnicos, devem-se fazer cortes nos seus vértices “de
modo que as faces obtidas sejam poligonos regulares”.

Inicialmente, a tarefa foi executada em dois subgrupos, em que os professores e 0s
graduandos tentaram produzir imagens mentais para a resolugdo dos solidos truncados
e anotaram suas conclusdes.

O primeiro subgrupo levantou algumas hipdteses que foram se modificando aos
poucos, por meio de discussBes entre seus participantes: inicialmente afirmou-se que
um dos cortes deveria ser em um ponto que representasse menos da metade da aresta do
cubo. Esta hipotese assumiu posteriormente outra redagao, que afirmava que deveria haver
dois cortes, dividindo a aresta em trés partes; com isso, conseguir-se-iam, nas seccoes,
triangulos equilateros e, na face cortada, um octégono. Porém, um dos graduandos desse
subgrupo percebeu que dessa forma nao se teria, na face, um poligono regular (octégono),
conforme o solicitado pela tarefa. Para isso, o corte deveria ser feito de forma que o
octégono tivesse, como medida dos lados, valores multiplos de /2 (Figura 1).

8 http://www.apm.pt.
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FIGURA 1 - llustragado dos cortes da face do cubo.

A partir deste ponto, o interesse do subgrupo voltou se para a definicéo de valores
para efetuar o corte, ou seja: como construir um octdgono a partir de um quadrado?

O segundo subgrupo, partindo também do cubo, levantou duas hipéteses: (1) assim
como o subgrupo anterior, achou que se conseguiria um octaedro, fazendo-se os cortes
em um terco da aresta; e (2) julgou que, se o corte fosse feito no ponto médio da aresta,
obter-se-ia um outro cubo.

Quando o primeiro subgrupo socializou suas observagdes quanto ao octaedro, o
segundo subgrupo percebeu que sua hipotese estava errada. A ddvida sobre como obter
o corte com medida multipla de /2 n&o foi resolvida. Isso tudo mostra 0 movimento
do grupo, em que as hipoteses vao emergindo, a partir das tentativas de resolucgao
do problema, e o processo compartilhado de resolucéo e socializagdo possibilita aos
participantes “derrubar”, confirmar suas hipéteses ou mesmo fornecer argumentos para
elas.

Apb6s uma primeira rodada de conjecturas e validagfes, usando principalmente
desenhos e superficies poliédricas construidas em papel, houve a socializacdo das
producdes dos diferentes grupos e produziu-se uma sintese organizada numa tabela
(Tabela 1).

TABELA 1 — Poligonos obtidos nas faces apds os cortes em poliedros platonicos.

Sélido platdnico Corte ao meio da aresta Corte em 1/3 da aresta

Na&o era possivel, pois a face restante nao
seria um poligono regular

Obtivemos um poliedro com 4 faces
hexagonais e 4 faces triangulares

Octaedro Obtivemos um cubo Sem solucao
Obtivemos um poliedro com faces

Cubo Obtivemos outro cubo

Tetraedro Obtivemos um novo tetraedro

Dodecaedro } . Sem solucéo
triangulares e pentagonais

Icosaedro Obtivemos um poliedro com faces Obtivemos um poliedro com faces
pentagonais e triangulares pentagonais e hexagonais
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Entretanto, a professora Olga — participante do grupo — saiu desse encontro
incomodada com os resultados e decidiu moldar os sélidos em massa de modelar. No
encontro seguinte, ela refutou a nossa concluséo de que a secgéo de um cubo seria outro
cubo, mostrando o octaedro que se obtinha. Luana, pds-graduanda participante do grupo,
que produziu o registro do encontro desse dia, escreveu:

Ela [a professora Olga] falou que havia pensado neste problema a semana toda e
que insatisfeita com nossa concluséo ela fez os poliedros com massa de modelar
para poder cortar. Ela percebeu que estdvamos equivocados, pois estavamos
imaginando que quando cortasse ao meio ndo teriamos sobra no meio do poliedro
anterior. Ela percebeu que qualquer corte no tetraedro daria um octaedro. Ndo
acreditamos, num primeiro momento, no que a professora Olga estava falando.
Fiquei me indagando e comecei a confeccionar o solido (sic) em superficie de
papel para poder cortar e ver. Cortamos e vimos que estdvamos esquecendo a parte
triangular que sobrava. Todas as nossas conclusdes tinham ido por agua abaixo
(Registro produzido por Luana).

Esse ambiente de “verdades provis6rias” permitiu-nos criar conjecturas sem nos
envergonhar, como escreve a professora Terezinha, outra participante:

E muito interessante perceber que a expressio “esta errado” nunca é pronunciada
dentro do grupo; ndo é porque fazemos tudo corretamente, mas, sim, porque
nos utilizamos das perguntas feitas para corrigirmos nossos erros; sendo assim,
conseguimos “enxergar” o que erramos e reconstruimos em cima do proprio erro.

Esses desencontros e essas reflexdes sobre as tais “verdades provisorias” fizeram-
nos buscar dois caminhos na tentativa de validacdo: (1) provar quantas faces tem cada
um dos sélidos platénicos truncados e (2) identificar quais as condi¢Oes para que esses
solidos fossem também constituidos por faces regulares.

A cada reunido, uma nova midia era utilizada. Por exemplo, para validar a afirmacéo
de Olga foi usada “massa de modelar”. Outra midia experimentada foi o isopor. Com
essa mudanga, a tarefa ganhou um novo desafio, visto a dificuldade de construgdo de
um tetraedro a partir de um bloco de isopor na forma de um paralelepipedo. Dessa
forma, surgiram analises e questionamentos sobre: instrumentos de medidas de angulos
poliédricos, conceito de tetraedro regular, conceito de piramide, dentre outros.

As tentativas de prova levaram-nos a formular tabelas, buscando a verificacéo do
teorema de Eller (n° de vértices + n° de faces = n° de arestas + 2) também para 0s sélidos
truncados. Foram inimeras as relagBes obtidas, até a sistematizacdo no grupo atraves
da seguinte tabela:

80 Acta Scientiae, v.11, n.2, jul./dez. 2009



TABELA 2 — “Descobertas” produzidas coletivamente quanto aos soélidos truncados.

Solido Face Aresta Vértice
Sélido F A Y,
Sélido truncado
(aresta dividida ao meio) F+V) @xV) @xV72)
Sélido truncado FE+V) BXV)+A (3x8)

(aresta dividida em trés partes)

Os alunos da graduagdo sentiram-se bastante empolgados com a observagdo de
regularidades a partir das tabelas e essas conclusfes deram ao grupo uma satisfacéo
muito grande em ter conseguido produzir algo em geometria espacial, além da simples
nomeagdo de solidos. Conforme escreve a professora Joyce: “A exaltacdo de meus
colegas foi contagiante, afinal foram varios encontros, varias hip6teses que cairam por
terra até se chegar a essas relagdes descritas na tabela” (registro escrito do encontro,
produzido por Joyce).

Para Olga, a experimentacdo de construgdo dos solidos truncados com outras
midias, mesmo chegando a varias regularidades, era 0 mais importante. Assim, passamos
a modelar sdlidos truncados, seccionar blocos de isopor, recortar modelos de papel,
analisar possiveis cortes em sdlidos de acrilico, etc.

Entretanto, em todas essas midias a imperfeicdo da seccdo ainda deixava
davidas. Surgiu, entdo, no grupo a ideia de buscar softwares de construcéo dos objetos
tridimensionais com a possibilidade de realizar as sec¢des por planos. O p6s-graduando
Jorge®, ao pesquisar softwares dessa natureza, disponibilizou para o grupo o Cabri 3D*; a
possibilidade de construcdo desses objetos e de verificacdo pelas seccdes, de certa forma,
trouxe tranquilidade ao grupo. O software ajudou, e muito, no processo de visualizagéo,
principalmente porque possibilita 0 movimento dos objetos na tela, o que propiciou a
geracdo de novas conjecturas.

Diante das limitacdes apresentadas pelas outras midias, acreditamos que este programa
se destacou como um recurso didatico interessante, pois permitiu uma construgdo mais
precisa e uma manipulagéo mais facil dos objetos tridimensionais. Acreditamos que a parte
mais complexa tenha ficado por conta da construcdo geométrica. Podemos citar como
exemplo os cortes feitos no cubo, mantendo a face como um octégono regular. Conforme
registramos anteriormente, um dos subgrupos chegou a concluséo de que o corte deveria
manter, na face do cubo, um segmento de comprimento multiplo de V2.0 problema a
ser resolvido era: como construir esse segmento sobre a face do cubo, por meio de cortes,
transformando essa face quadrada em um octdgono regular? Partindo do estudo do octégono
regular, pudemos concluir que a circunferéncia nele inscrita tangencia seus lados, definindo,
com seu raio, a ap6tema desse poligono, conforme ilustrado na Figura 2.

9 Jorge Luis Costa, coautor deste artigo e pés-graduando. Na época, era participante e pesquisador no grupo.
100 programa Cabri 3D é um software comercial de Geometria Dinamica para a Geometria Espacial. Foi produzido
pela Université Joseph Fourrier — UJF — Franga. Disponivel em: <http://www.cabri.com/>.
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FIGURA 2 — Ap6tema do octégono.

Com base nessa construgdo foi possivel criar os cortes necessarios no cubo,
conforme ilustrado nas Figuras 3 e 4:

FIGURA 4 — Cubo com os pontos de corte definidos e os cortes efetivados

Com a insergdo gradativa de novas midias — do papel e do I&pis, até o programa
Cabri 3D —, ousamos afirmar que houve uma mudanca significativa na percepcao
dos participantes do Grucogeo sobre os objetos tridimensionais e suas propriedades.
Entendemos que a integracdo dos experimentos pela manipulacdo das midias, das
observagdes, das analises e das sinteses possibilitou essa mudanca e tornou-se fundamental
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no desenvolvimento desta atividade. Cada midia apresentava uma nova dificuldade
de representacdo, o que dependia do dominio sobre ela e, a0 mesmo tempo, oferecia
limites de precisdo, principalmente, e possibilidades de uma melhor visualizagdo. Nesse
sentido, podemos afirmar que as midias se complementaram, a fim de dar suporte para
as argumentacdes e as provas da atividade.

A escolha de cada midia tem a ver, muitas vezes, com o conhecimento que se
tem sobre ela. Dessa forma, entendemos que, se para alguns participantes a midia
computacional possibilitou um instrumento de “convencimento”, para outros, a massa
de modelar, ou mesmo o modelo em acrilico, assumiu esse papel.

Além disso, notamos que, a medida que avangavamos nas analises, aumentavam
as dificuldades. O que ficou muito marcado foi a dificuldade com a geometria espacial,
além do envolvimento dos membros do grupo com a tarefa. As argumentacfes nesse
campo da matematica, ou mesmo as tentativas de provas algébricas foram cada vez mais
descartadas, pela dificuldade em lidar com os objetos geométricos tridimensionais. Assim,
mesmo com todo esse movimento, o processo de demonstracdo (ou prova formal) de
nossas hipéteses ndo pdde ser realizado, por alguns fatores que foram determinantes: as
provas formais em geometria espacial apresentam-se muito mais complexas que as de
geometria plana, envolvendo, muitas vezes, conceitos de matematica superior (Topologia,
por exemplo); a pouca familiaridade com a experimentacéo de objetos tridimensionais
dificulta a produgdo de imagens mentais; o pouco dominio das propriedades geométricas
espaciais, até mesmo pelos professores e formadores, torna a tarefa mais dificil.

Essa tarefa — para ser realizada com alunos do Ensino Médio e até mesmo Superior
— ndo foi pensada para a sala de aula, tendo ficado restrita ao Grucogeo, visto que 0s
docentes participantes do grupo atuam apenas no Ensino Fundamental.

O GRUPO DE TRABALHO COMO ESPACO PARA
DESENVOLVER PROCESSOS DE VALIDACAO

A situagdo descrita e relatada neste texto permite-nos compreender a dindmica e o
envolvimento coletivo dos participantes do Grucogeo em direcdo a uma aprendizagem
compartilhada. Entendemos que ha no grupo uma dimenséo colaborativa, uma vez que,
a cada momento, um participante diferente assumiu a lideranca nas discussdes: ora 0s
graduandos, com hip6teses formuladas a partir da matematica formal; ora os professores
escolares, como Olga, que apresentou um modelo experimental e desconstruiu validacdes
produzidas anteriormente; ora as formadoras, com a variagdo das midias como instrumento
de reflexdo, etc.

Dessa forma, podemos dizer que o trabalho desenvolvido no Grucogeo proporcionou
aos seus participantes a producao de diferentes saberes. A narrativa da professora Olga,
ao final do trabalho, revela que, estando no grupo durante quatro anos, apropriou-se de
um fazer pedagdgico aliado a prépria mudanca de concepgao sobre geometria e seu
ensino.
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Desde o inicio, achei interessante porque trazia maneiras diferentes de tratar certos
assuntos. Apesar do incbmodo da mudanga que eu sentia, me mantive no grupo.
Mais tarde percebi que nés poderiamos trabalhar em parceria pela bagagem tedrica
que elas [as formadoras] possuem e poderiam nos proporcionar lendo textos,
novas perspectivas de abordagem a geometria, e nds, professores da rede, com
a experiéncia e realidade da sala de aula com os alunos do ensino fundamental.
No primeiro momento, achei que estdvamos revendo alguns conceitos, porém
no decorrer do encontro, percebi que comecei a investigar certos conceitos
matematicos bem mais amplos, saindo do conformismo, comodismo e pesquisar as
conjecturas surgidas e discutidas no grupo. [...] Na minha pequena e sutil reflexdo
da prética de sala de aula, observei que mudei em relagao aos alunos, ouvindo-os.
Verifiquei que os alunos foram sujeitos das acOes, o pensar e as falas valorizaram
o0 desenvolvimento das atividades. Como professora, refleti, replanejei e retomei
a mesma atividade, mas com enfoque diferente, para que os objetivos previstos
fossem alcancados por todos os alunos. Da minha experiéncia, percebi a mudanca
na postura didatica como professora na conducéo das aulas e na vida particular a
postura investigativa trouxe também decisGes mais sensatas e objetivas. (Registro
de avaliac&o produzido por Olga)

Para os graduandos — muitos deles ingressantes na universidade sem experiéncia

com a geometria —, 0 espago do Grucogeo trouxe contribuicBes tanto para o saber em
geometria quanto para o saber pedagogico nessa area de conhecimento — saberes sobre
a docéncia, como destacado por Kelly, Carina e Henrique:

E muito interessante quando cada grupo coloca as suas conclusdes e ai é observado
como existem diferentes maneiras de desenvolver e provar uma Unica tarefa. A
sofisticacdo de uma construgdo vai depender do material que se tem disponivel
naquele momento e de como lidar com ele e do conhecimento geométrico de
cada um, que tem a ver com a pratica pedagdgica de cada um [referindo-se
aos professores e pés-graduandos do grupo]. O conceito geométrico usado vai
depender da imagem mental que cada um consegue formar, da representacédo e
das propriedades que garantem a sua existéncia. (Registro de avaliagéo produzido
por Kelly)

Portanto, pudemos constatar a importancia do movimento constante, no grupo,

de negociacBes em busca de processos de validacao, provas e refutacfes para as varias
hipéteses que eram construidas, possibilitando uma aprendizagem geométrica que articula
experimentacdo, argumentacdo, validacdo e provas. Defendemos que, se o professor, em
sua formacdo, vivenciar experiéncias nas quais esses processos estejam em circulacao,
ele sentira seguranca para proporcionar a seus alunos da escola bésica experiéncias
significativas em geometria.
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