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RESUMO

Nesta pesquisa, apoiamo-nos nos aportes tedricos de Tall e Vinner (1981) sobre conceito
imagem e conceito defini¢do para investigar dificuldades no processo de aprendizagem de limite de
fungdes de varias varidveis no ensino superior. Para tanto, utilizamos um teste diagnostico constituido
por questdes abertas envolvendo a definigdo e propriedades do limite em que identificamos algumas
das possiveis causas para os erros manifestados pelos estudantes. O questionario foi respondido
por 85 académicos do curso de Licenciatura em Matematica de trés universidades paranaenses.
As andlises empreendidas evidenciaram que grande parte dos erros cometidos pelos estudantes
foram causados por fatores de conflitos potenciais, inerentes ao contetido de limite, em fungao,
possivelmente, da forma como o contetdo é exposto nos livros didaticos ou apresentado pelo
professor em sala de aula. Também foi possivel identificarmos que os conceitos imagem de fun¢ao
e de funcdo limitada, importantes nesse conteudo, estdo em desacordo com o conceito formal o
que potencializa alguns erros relacionados ao limite.
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A Study on Conflicts in the Learning Process of Limit of Functions
of Several Variables

ABSTRACT

In the following research, we rely on the theoretical contributions of Tall and Vinner
(1981) on concept image and concept definition to investigate learning difficulties in the studying
process of limit functions of several variables at college education level. For this, we use a
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diagnostic test consisting of open questions related to the definition and properties of the limit,
in which we identified some of the probable causes for the mistake made by the students. The
test was answered by 85 undergraduate students of Teaching Degree in Mathematics from three
different universities in the state of Parand. The analyzes showed that most of the errors made
by the students were caused by potential conflict factors immanent in the limit content due to
the likely way the content is exposed throughout the textbooks or presented by the teacher in the
classroom. It was also possible to identify the concepts image of function and limited function,
very important in this content are at odds with the formal concept, which enhances some errors
related to limit content.
Keywords: Mental images. Limit of functions of several variables. Errors.

INTRODUCAO

A andlise dos erros cometidos pelos alunos em questdes de matematica tem se
orientado por correntes tedricas predominantes em psicologia e educagdo em diferentes
épocas ¢ locais em que foram desenvolvidas. Radatz (1979) aponta Estados Unidos,
Alemanha e Unido Soviética como paises precursores desse campo de estudo, produzindo
numerosas pesquisas sobre o tema a partir do inicio do século XX e originando
investigagdes de carater distinto, devido a diferengas em termos de pesquisas psicologicas
e educacionais, bem como nas politicas educacionais e organizagdo das estruturas
curriculares existentes na época.

A necessidade de diagnosticar problemas no processo de ensino e aprendizagem,
que vdo além de variaveis como o professor, o curriculo, o ambiente, habitos de estudos,
bem como problemas de ordem puramente matematica, levou pesquisadores a buscarem
esclarecimentos sobre os processos cognitivos envolvidos no raciocinio matematico,
cujas bases teoricas apoiam-se em estudos destinados a compreender como o cérebro
humano funciona.

Nesse sentido, Tall e Vinner (1981) desenvolveram as nogdes de conceito imagem
e conceito defini¢do* que sdo elementos tedricos destinados a: analisar os processos
cognitivos envolvidos na formagado dos conceitos matematicos; esclarecer de que forma
surgem os conflitos cognitivos na mente do individuo e identificar os fatores que podem
causar prejuizos a aprendizagem de uma teoria matematica formal.

Neste trabalho, pretendemos identificar os conceitos definicdo e os conceitos
imagem evocados pelos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica em um
teste diagnostico sobre limite de funcdes de varias variaveis, a fim de investigar possiveis
causas para os erros cometidos em seu desenvolvimento. Uma parte desse estudo foi
desenvolvida em nossa pesquisa de doutorado®, em andamento, que objetiva analisar
dificuldades de aprendizagem de alunos de Célculo Diferencial Integral em Vérias

2 Tradug&o dos termos concept image e concept definition de acordo com Domingos (2003) e Aimeida (2013).
Entretanto, encontram-se na literatura outras tradugdes para estes termos, tais como “imagem conceitual” e “definicdo
conceitual” (Abreu, 2011), ou “imagem de conceito” e “definicdo de conceito” (Bisognin & Bisognin, 2017).

3 Pesquisa aprovada pela Comissao de Etica em Pesquisa (CEP) da Universidade Estadual de Maringa (UEM),
pelo parecer numero 2.229.973 e com Certificado de Apresentagdo para Apreciagdo Etica (CAAE) nimero
66081217.4.0000.0104.
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Variaveis e investigar o potencial da Modelagem Matematica para explorar os erros dos
estudantes a fim de supera-los.

As dificuldades apresentadas pelos estudantes dos cursos da area de Ciéncias Exatas
tém sido debatidas por pesquisadores da Educagdo Matematica, devido aos altos indices de
evasdo nesses cursos (Cury, 2003; Cury & Cassol, 2004; Cavasotto, 2010; Fonseca, 2016).
As disciplinas de Calculo Diferencial Integral sdo consideradas criticas nos primeiros
semestres desses cursos, € corroborando com Alves (2011), constatamos esforgos isolados,
em termos de pesquisa, direcionados ao ensino de Calculo Diferencial Integral em Vérias
Variaveis. Em especial, na Licenciatura em Matematica, tais preocupagdes remetem,
sobretudo, a qualidade da formagao docente.

Na literatura encontramos diversas pesquisas que abordam dificuldades de estudantes
e professores em relagdo a compreensao do conceito de limite de fungdes de uma variavel
real (Tall & Vinner, 1981; Artigue, 1991; Domingos, 2003; Cavasotto, 2010; Abreu, 2011;
Bisognin & Bisognin, 2017, Soares & Cury, 2017), relatando problemas relacionados a
noc¢ao intuitiva, a defini¢do formal, a aplicacdo de regras operatdrias, ao calculo de limites,
as conexdes entres as representagdes verbais, algébricas e graficas, entre outros.

Essas pesquisas ainda apontam sobre as possiveis consequéncias dessas dificuldades,
quando ndo superadas, no processo de aprendizagem de outros conceitos matematicos mais
abstratos que necessitam dessa base conceitual. Nesse sentido, este estudo, ao focarmos
sobre os erros em questdes envolvendo limite de fungdes de varias variaveis, aponta ndo
somente dificuldades dos estudantes na compreenséo desse conceito, decorrentes de falhas
em aprendizagens anteriores, como no de limite de fungdo de uma variavel, como outras
que emergem do proprio contexto do assunto.

SOBRE O APORTE TEORICO: CONCEITO IMAGEM,
CONCEITO DEFINICAO E CONFLITOS

As nocdes de conceito imagem e conceito defini¢do foram apresentadas por
Tall e Vinner (1981) para descrever os aspectos cognitivos envolvidos na aquisi¢do
de conhecimentos matematicos. Segundo os autores, a maneira complexa pela qual o
pensamento funciona ndo segue a logica da matematica. De forma geral, isso se deve ao
fato de que ha diferencas entre a forma em que os conceitos matematicos sdo formalmente
definidos (pelos matematicos) e os processos cognitivos pelos quais eles sdo concebidos.

Nesse sentido, muitos conceitos sao aprendidos por meio de diversas experiéncias,
em contextos apropriados, sem que sejam formalmente definidos e cada individuo possui
uma estrutura cognitiva produzindo imagens mentais pessoais desses conceitos. Segundo
Tall e Vinner (1981) o termo conceito imagem ¢ usado

[...] para descrever a estrutura cognitiva total que esta associada ao conceito,
que inclui todas as imagens mentais, propriedades e processos associados. Ela ¢
construida ao longo dos anos através de experiéncias de todos os tipos, mudando
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a medida que o individuo atende novos estimulos e amadurece. (Tall & Vinner,
1981, p.152, tradug@o nossa)

Assim, cada individuo pode criar diferentes ideias acerca de um conceito
matematico, que podem ser coerentes ou ndo com a defini¢do formal produzida pelos
matematicos. Para exemplificar, Tall e Vinner (1981) citam o conceito de subtracdo, que
geralmente ¢ conhecido como um processo envolvendo numeros inteiros positivos. Nos
primeiros contatos com este conceito, as criangas podem notar que a subtragdo de um
nimero sempre reduz o numero inicial. Essa observacao ¢ parte do conceito imagem
dessa crianga e pode causar problemas mais tarde quando essa operagdo for aplicada a
numeros negativos.

Além disso, segundo Tall ¢ Vinner (1981), diferentes partes do conceito imagem
podem ser evocadas dependendo dos estimulos recebidos, nesse caso, o termo especifico
utilizado ¢é conceito imagem evocado. Os aspectos conflitantes podem ser percebidos
quando forem evocados simultaneamente pelo individuo, do contrario eles podem
coexistir sem causar confusao.

Nesse contexto, pode ser formado o conceito defini¢do, isto &, “[...] a forma de
palavras que o aluno usa para sua propria explicagdo sobre o seu conceito imagem
(evocado)” (Tall & Vinner, 1981, p.153, tradug@o nossa). Por ser construido ou
reconstruido pelo aluno, o conceito definicdo pode variar de tempos em tempos. Sendo
assim, um conceito defini¢do pessoal pode diferir de um conceito defini¢ao formal, ou
seja, aquele conceito defini¢ao que ¢ aceito pela comunidade matematica.

Outro exemplo dado pelos autores ¢ o conceito defini¢ao de funcdo matematica.
Esse conceito pode ser considerado “uma relacdo entre dois conjuntos A ¢ B em que
cada elemento de A esta relacionado precisamente com um elemento de B”. Entretanto,
os estudantes podem ou nao se lembrar do conceito defini¢do e o conceito imagem pode
incluir outros aspectos, como a ideia de que a fungdo ¢ dada por uma férmula ou uma
regra, ou como um grafico ou uma tabela de valores.

Segundo os autores, no caso da fungdo, isso pode acontecer, por exemplo, quando
o professor apresenta, de forma bem rapida, o conceito definigdo formal e trabalha o
tempo todo com exemplos de fungdes na sua expressao algébrica. Nesse caso, o conceito
defini¢do pode ficar inativo na estrutura cognitiva do sujeito que pode ter um conceito
imagem restrito, envolvendo apenas formulas. Mais tarde, quando esse sujeito precisar
lidar com fungdes definidas em outros contextos, ele pode sentir-se incapaz. Nessa
situagdo, o sujeito possui um conceito imagem inapropriado do conceito de fungao.

Desse modo, entendemos que o conceito defini¢cao pode ser uma expressao decorada
do livro ou construida pelo sujeito e, em alguns casos, também pode ser inexistente. Assim,
em situacdes de ensino ¢ desejavel que o conceito imagem seja bem construido, incluindo
varios tipos de experiéncias, de modo que a defini¢do formal possa ser compreendida
pelo estudante.
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Quando uma parte do conceito imagem ou conceito defini¢do estd em conflito com
outra parte, os autores a chamam de fator de conflito potencial. E, quando essas duas partes
sdo evocadas simultaneamente, podem causar conflitos cognitivos reais chamados fatores
de conflitos cognitivos. Como exemplo, os autores citam o conceito de nimeros complexos.
A defini¢ao do nimero complexo x + iy como um par ordenado de niimeros reais (x, y) e
a identificacdo de x +i0 = (x, 0) com o nimero real x ¢ um fator de conflito potencial do
conceito de nimeros complexos. Segundo os autores, isso ocorre porque contém um conflito
potencial com a nogao teorica de conjuntos de que o elemento x ¢ distinto do par ordenado
(x, ¥). Desse modo, os alunos podem considerar que x e (x, 0) sdo elementos distintos ou
iguais, no caso dos ntimeros complexos, € se evocados simultaneamente podem tornar-se
fatores de conflitos cognitivos.

Os fatores de conflitos potencias sdo considerados mais graves pelos autores quando
constituem partes do conceito imagem em desacordo com o conceito defini¢do formal,
porém, ndo causam conflitos com nenhuma parte do respectivo conceito imagem. Dessa
forma, esses fatores ndo podem tornar-se fatores de conflitos cognitivos, logo, podem
prejudicar seriamente a aprendizagem de uma teoria formal.

Segundo Tall e Vinner (1981), ¢ bastante provavel que os conceitos imagem de
limite, bem como de outros conceitos do Calculo, contenham fatores que entrem em
conflito com o conceito defini¢do formal. De acordo com Tall (1992) e Willians (1991)
apud Bisognin e Bisognin (2017), ¢ muito dificil um aluno ter uma compreensao completa
de limite, pois, em geral, ele sente dificuldade ao trabalhar com limite de fun¢des. Neste
artigo, buscamos identificar e descrever alguns desses fatores causados por um conceito
imagem inapropriado do conceito de limite de fungdes de varias variaveis.

PERCURSO METODOLOGICO DA PESQUISA

A pesquisa foi realizada com 85 estudantes do curso de Licenciatura em Matematica
de trés universidades paranaenses: 35 da Universidade Estadual do Parana (Unespar); 11
da Universidade Estadual de Londrina (UEL), e 39 estudantes da Universidade Estadual
de Maringa (UEM). Os alunos cursavam o segundo semestre da disciplina de Calculo
Diferencial Integral II, que ¢ de periodicidade anual nessas instituigdes.

Elaboramos e aplicamos um teste composto por questdes sobre o contetido de
limites de fung¢des de varias variaveis, baseado nos livros de Stewart (2011), Guidorizzi
(2012), Leithold (1994), os quais constam nos programas da referida disciplina e também
na dissertagdo de Cavasotto (2010) que versa sobre analise de erros em Calculo I.

Para evitar identificagdo dos participantes, as folhas de respostas foram nomeadas
pelos cédigos: M1, ..., M39 (estudantes da UEM); L1, ..., L11 (estudantes da UEL); A1,
..., A15 (estudantes da Unespar/Apucarana); C1, ..., C10 (estudantes da Unespar/Campo
Mourdo) e P1, ..., P10 (estudantes da Unespar/Paranavai).

As respostas foram analisadas segundo a metodologia de analise de erros
apresentada em Cury (2008). Dessa forma, inicialmente foram classificadas em “corretas”,
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ELINT3

“parcialmente corretas”, “incorretas” e “‘em branco”, sendo que as respostas incorretas e
parcialmente incorretas foram digitadas na integra, formando um conjunto de solugdes
que passaram por procedimentos de unitarizacdo e categorizagdo, de onde emergiram
as classes de erros.*

Com base nessa categorizagao, neste trabalho, aprofundamos nossa investigagao
olhando para as possiveis causas dos erros especificos do contetido de limite de fungdes em
varias variaveis, detectados anteriormente, a luz dos elementos tedricos: conceito imagem
e conceito definicdo apresentados em Tall e Vinner (1981). Para isso, primeiramente
analisamos o desenvolvimento deste conteudo em um dos livros didaticos disponivel
como referéncia a esses estudantes de Calculo II a fim de subsidiarmos nossas analises.
Em seguida, apresentamos as questdes do teste, destacamos as classes de erros cometidos
pelos estudantes e discutimos os resultados.

LIMITES DE FUNCOES A VARIAS VARIAVEIS

Dentre as diversas obras que constam nos programas da disciplina de Calculo
II dos cursos de Licenciatura em Matematica das instituigdes, as quais pertencem os
sujeitos desta pesquisa, escolhemos para nossa analise o livro de Stewart (2011), por ter
sido apontada por Alves (2011)° como uma obra que indica o processo de construgao
das defini¢des formais e cuja nogdo de limites ¢ bem explorada por meio de registros
numéricos, algébricos e graficos em 2D e 3D.¢

Stewart inicia a se¢do de limites e continuidade comparando numericamente o

SV 6 g, )= > Parapontos (x, y) proximos
y

comportamento das fungdes f (x, ) =

2

X
da origem, fazendo uso de uma tabela de valores de f'¢ de g. Com isso, verificamos que

quando (x, y) se aproxima de (0, 0), os valores de f{x, y) tendem a se aproximar de 1, ao
passo que os valores de g(x, v) ndo se aproximam de valor algum. Posteriormente, o autor
apresenta a notagdo ¢ uma defini¢@o informal de limite de fungdo, conforme podem ser

visualizadas na Figura 1.

4 O processo de categorizagdo dos erros foi apresentado em forma de comunicagao cientifica no V Simpdsio
Internacional de Pesquisa em Educagédo Matematica realizado de 27 a 29 de junho de 2018 em Belém, Para.

5 A versao do livro analisado por Alves (2011) foi a de 2004; no entanto, optamos por analisar a versdo mais
recente, de 2011.

5 No sentido da Teoria das Representagdes Semidticas de Raymond Duval (1995).

Acta Scientiae, v.20, n.5, set./out. 2018 935



Em geral, usamos a notagio

r..].-lynla.mf('r"v) =L
para indicar que os valores de f(x, y) se aproximam do nimero L quando o ponto (x, y) se
aproxima do ponto (a, b) ao longo de qualquer caminho contido no dominio da fungio f.
Em outras palavras, podemos tornar os valores de f (x, y) tdo préximos de L quanto qui-
sermos tomando pontos (x, y) suficientemente préximos do ponto (a, b), mas ndo iguais a

(a,b).

Figura 1. Notagao e definicdo informal de limite de fungao (Stewart, 2011, p.829).

Dessa forma, incialmente, o limite de fungdes ¢ abordado como um processo
dindmico, no qual (x, y) se aproxima de (a, b) fazendo com que f{x, y) fique préximo
de L. Uma abordagem semelhante ¢ dada, muitas vezes, para limite de fun¢do de uma
variavel, quando consideramos a expressao lim 1 (x) = L, ¢ segundo Tall e Vinner (1981)
essa nog¢ao intuitiva de limite, pode levar 0 aluno a considerar flx) # L como parte de
seu conceito imagem. Como consequéncia, o pressuposto f{x) # L torna-se um fator
de conflito potencial, levando o estudante a fazer inferéncias equivocadas ao resolver
problemas que envolvem este conceito. Conjecturamos entao que o pressuposto f{x, y)
# L também pode ser um fator de conflito potencial no estudo de limite de fun¢des de
duas variaveis, visto a semelhanca em que esses elementos tedricos sdo tratados. Essa
hipétese sera discutida logo adiante.

Stewart (2011) também apresenta uma defini¢ao formal de limite de fungao,
conforme mostra a Figura 2.

. || DEFINICAO Seja fuma fungdo de duas varidveis cujo dominio D contém pontos
arbitrariamente préximos de (a, b). Dizemos que o limite de f{x, y) quando (x, y)
tende a (a, b) é L e escrevemos

el S &N =L

se para todo nimero & > 0 existe um nimero correspondente & > 0 tal que

se (r,y)eD e 0<vV(x—al+(y— b} <8 entio |f(x,y)—Ll<e

Figura 2. Definigao formal de limite de funcéo (Stewart, 2011, p.829).

A defini¢do 1 dada na Figura 2 ¢ explicada e ilustrada por um diagrama de setas
(Figura 3) e por um grafico em 3D (Figura 4). Essas ilustragdes sdo bastante complexas
e, muitas vezes, sdo pouco exploradas em sala de aula. O livro em questdo apresenta
apenas dois exemplos nos quais ¢ feito o grafico da fung@o e comentado sobre a porgao
do grafico que corresponde ao resultado do limite calculado e, em ambos os casos, o
limite ndo existe. Contudo, o diagrama de setas, ndo aparece em nenhum exemplo. Isso
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dificulta a formacdo de imagens mentais com referéncias geométricas do conceito de
limites de fungdes de duas variaveis.

Figura 3. Diagrama de setas (Stewart, 2011, p.830).

{ .
k--_.lr‘__-‘)ln'J -

Figura 4. Gréfico 3D (Stewart, 2011, p.830).

Observamos que nessas ilustragdes o niimero L, representado no interior do intervalo
(L -&,L+¢), a0 mesmo tempo em que se faz f(x, y) € (L —&,L + &) pode induzir o aluno a
formar um conflito cognitivo com o conceito imagem (equivocado) de que f'(x, ) # L, caso
ele o tenha. Porém, conforme salienta Tall e Vinner (1981), para que ocorra um conflito
cognitivo, € necessario que esses conceitos imagens sejam evocados simultaneamente,
ou do contrario, ndo causara confusio.

Em continuagdo, o autor explica sobre as diferentes maneiras do ponto (x, y)
aproximar-se do ponto (a, b), apresentando uma ilustragdo (Figura 5) e estabelecendo
relagcdes com os limites laterais das fun¢des de uma tnica variavel.
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Figura 5. Diregbes de aproximagdo ao ponto (a, b) (Stewart, 2011, p.829).

Fazendo referéncia a defini¢do de limite, o autor observa que, se o limite existe,
"f(x,¥) deve se aproximar do mesmo valor-limite independentemente do modo como
(x, ) aproxima-se de (a, b)” (Stewart, 2011, p.830). E conclui a seguinte propriedade
(Figura 6).

Se f(x.y) = L, quando (x,)) = (a.b) ao longo do caminho G e f(x.») = L, quando

(x.y) = (a.b) ao longo do caminho C,, com L, = L,, entdo lim, o5 F(x)) néo

existe.

Figura 6. Propriedade do limite de fungdes (Stewart, 2011, p.829).

Observamos, portanto, um cuidado em construir de forma intuitiva essa propriedade
que ¢ bastante utilizada em problemas que envolvem o célculo do limite de fungdes de
varias variaveis (nos a chamaremos de Teorema dos Caminhos). Consideramos que esse
tratamento intuitivo facilita a formagdo de imagens mentais; porém, como ja expomos
anteriormente, ndo excluimos a possibilidade de partes dos conceitos imagem formados
serem inapropriados constituindo os fatores de conflitos potenciais.

O Teorema dos Caminhos ¢ abordado de forma algébrica e geométrica, em trés
exemplos subsequentes, nos quais o autor mostra que o limite das fung¢des quando
(x, ¥) = (0,0) ndo existe. Desse modo, concluimos que a propriedade apresentada na Figura
6 ¢ bem explorada por meio de exemplos, favorecendo a constru¢do de imagens mentais
do calculo do limite ao longo de caminhos. Inclusive, esses caminhos sdo representados
geometricamente, mostrando a aproximagao ao ponto escolhido por meio de flechas, de
forma semelhante a Figura 5.
3xty

2 2

No quarto e ultimo exemplo da se¢do, o autor desenvolve o limite de/ (x, y) =

quando (x,y) = (0,0) mostrando que ele existe. Apos calcular o limite ao longo de
parabolas e retas, obtendo sempre o mesmo valor-limite, Stewart sugere que o limite

existe e ¢ igual ao valor-limite calculado. Aplicou, entdo, a definigdo, exposta na Figura 2,
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para demonstrar a afirmacao. Entretanto, nenhuma representacdo geométrica ou numeérica

desse exemplo ¢ apresentada.

Além disso, outras propriedades dos limites sdo brevemente comentadas (limite
de uma soma/diferenca, limite do produto/quociente, teorema do confronto, etc.), pois
o autor assume que todas elas decorrem dos limites de fungdes de uma unica variavel, e
deixa a cargo do leitor as adaptagdes e verificagdes de suas validades.

Assim, no que se refere a técnicas para calcular o limite, observamos que ha énfase
em utilizar o Teorema dos Caminhos, o qual garante a ndo existéncia do limite sempre
que for aplicavel, e por outro lado, ainda que reconhegamos um esforgo para a construgédo
do conceito defini¢ao de limite de fungdes de duas variaveis, constatamos que a definicdo
formal foi pouco explorada por meio de exemplos.

RESULTADOS E DISCUSSOES

O teste foi elaborado com o objetivo de identificar e analisar erros e dificuldades dos
estudantes acerca do contetido de limite de fungdes de varias variaveis. Foi constituido
por tré€s questdes, sendo que, neste trabalho, serdo analisadas somente duas. A primeira
questdo refere-se a definicdo de limite e a segunda, com quatro itens (denominados (a),
(b), (c) e (d)), abordam o processo de calculo do limite e foram adaptados de Stewart
(2011), Cavasotto (2010), Guidorizzi (2012) e Leithold (1994), respectivamente.

Na primeira questdo do teste foi solicitado que os alunos explicassem o que

entendem por " o vl)ig%a 5 S(x,»)=L", desse modo, poderiamos avaliar o conceito defini¢io

referente a este conceito. A questdo foi proposta da seguinte forma:

Questdo 1. Sejam f:D € R? = R uma fungdo, (a,b) um ponto de acumulacdo de D e
L um mimero real. Explique ¢ que significa dizer que o limite de f(x,y)quando (x,y)

tende a (a,b) é L, ouseja, lim f(x,y)=L.
( )

x.y)—>(a.b

Nessa questdo, as categorias resultantes da analise de erros foram analisadas a
fim de separar as respostas que explicitaram uma ideia informal do conceito de limite
de fungdes em varias varidveis daquelas que apresentaram uma definicao formal deste
conceito. Os resultados podem ser visualizados na Tabela 1.
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Tabela 1
Conceito definigao de limite de funcbes de varias variaveis.

Categorias Numero de ocorréncias
C1) Usou uma ideia informal correta. 24
C2) Usou uma definigéo formal correta. 6
C3) Usou uma ideia informal incorreta. 12
C4) Usou a definicdo formal de forma incorreta. 6
C5) Limitou-se a reescrever o enunciado da questao. 10
C6) Nao foi possivel identificar o raciocinio utilizado. 8
C7) Respostas em branco. 23

As respostas informais corretas (C1) expressaram uma ideia dinamica (de
movimento), semelhante a defini¢do informal dada em Stewart (2011) apresentada na
Figura 1, tais como:

Aluno C6: Conforme as coordenadas (x, y) se aproximam do ponto (a, b) o valor
de z se aproxima de L.

Aluno L4: Significa que naquela regido circular em volta de (a, b), por todos os
pontos a fungdo se aproxima de L quanto mais nos aproximamos de (a, b).

Em alguns casos, o aluno evocou explicitamente em seu conceito definicdo que f
(x, ¥) # L, conforme indicam as respostas dos alunos A13 e P7, a seguir:

Aluno A13: O limite da funcdo f (x, y) quando (x, y) tende a (a, b) resulta em uma

constante L, ou seja, f (x, y) se aproximara infinitamente de L, porém nunca chega em
L.

Aluno P7: O limite de uma funcao em um determinado ponto (a, b), onde a
corresponde a coordenada x e b a coordenada y é o limite (valor) onde a fungdo se
aproxima de um ponto, mas ndo toca ele.

Desse modo, inferimos que o pressuposto f (x, y) # L para qualquer (x, y) € D
constitui um possivel fator de conflito potencial da teoria de limite de fung¢des de varias
variaveis, pois € parte do conceito defini¢do de alguns desses sujeitos e esta em desacordo
com a defini¢do formal, podendo causar conflitos.

As respostas informais incorretas (C3) incluem a ideia de que o valor de f(x, y) deve
existir e ser igual a L quando (x, y) se aproxima de (a, b) e ideias de continuidade:

Aluno L11: Significa que o valor de f{x, y) quando x se aproxima de a e y se
aproxima de b é igual a L.

Aluno M28: Significa que f(x, y) é continua nestes pontos (a, b).
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Além disso, em trés respostas os alunos confundiram elementos do dominio e da
imagem da funcdo £, afirmando por exemplo que f(x, y) estd tendendo a (a, b).

Em vista disso, entendemos que a proximidade entre os conceitos de limite
e continuidade também constitui um fator de conflito potencial, pois identificamos
associages incorretas referentes a esses conceitos. Além disso, alguns conceitos imagem
evocados de fun¢do mostraram-se inapropriados, o que pode estar causando dificuldades
na formagao do conceito imagem de limite.

Das respostas formais incorretas (C4), duas indicaram que 0 <| f(x,y)—L|<¢.,
que também resulta em f(x,y)# L. As outras apresentaram imprecisdes como:
trocou o sinal < (menor) por > (maior ou igual); ou inverteu as implicagdes:
| f(x,y)—L|< 6= d((x,y),(a,b)) < &; ouomitiu que 0 < (x, ) —(a,b)|< 5.

A classificagdo apresentada no Quadro 1 nos mostra que a maioria dos alunos
apresentaram um conceito defini¢ao informal, evidenciando que o conceito definigdo
formal provavelmente ¢ inativo na estrutura cognitiva desses sujeitos, o que devera ser
avaliado nas demais questdes do teste.

Na Questao 2 pretendiamos identificar as dificuldades dos estudantes ao calcularem
o limite de uma fungao de duas variaveis reais.

Questio 2. Calcule cada limite abaixo, se existir. Se ndo existir, justifiqie sua
resposita.
. 257 +y° —xp?
a) lim  ———— ¢ lim —
(x.0)—>(0.0) ¥y (x,)—(0,0) (x2 +}’2)\/m
3xp+1 Xy’
B S d  lm ——
(x>0 1—x (x.)-(0.0) 8x“ + 6x

Apresentamos na Tabela 2 uma distribui¢@o das respostas nas categorias “incorretas”,
“parcialmente corretas”, “corretas” e “em branco”. Os niimeros indicam que a maioria
dos estudantes tentou dar uma resposta a esta questdo, porém o percentual de acertos
¢ pequeno, o que nos motivou a investigar os tipos de erros cometidos bem como suas

possiveis causas.
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Tabela 2
Distribuigdo das respostas dadas & Questao 2.

Parcialmente

Itens Incorretas corretas Corretas Em branco Total
n. 44 6 18 17 85

2 % 51,8 71 21,2 20 100
n. 42 23 2 18 85

® % 49,4 271 24 21,2 100
n. 35 17 1 32 85

¢ % 41,2 20 1,2 37,6 100
n 49 4 6 26 85

d % 57,6 4,7 71 30,6 100

As respostas consideradas “parcialmente corretas”, nos itens (a) e (d) correspondem
aquelas nas quais o aluno calculou os limites ao longo de um ou mais caminhos (de forma
correta) obtendo sempre o mesmo resultado, mas nao concluiu a questdo. Assim, inferimos
que o aluno tentou aplicar o Teorema dos Caminhos, mas ndo conseguiu concluir. Essa e
outas dificuldades em aplicar esta propriedade serdo discutidas mais adiante.

No item (b) foram consideradas “parcialmente corretas’ aquelas respostas nas quais
o aluno substituiu as variaveis (x, y) por (1, 1) na funcao, verificando que o denominador
tende a zero e concluiu que o limite ¢ infinito (mas nao verificou os sinais + ou — infinito)
ou concluiu que o limite ndo existe (sem dar explicacdes). Portanto, trata-se de uma
dificuldade em lidar com a divisdo por zero em situagdes de limite.

No item (c), foram consideradas “parcialmente corretas” aquelas respostas nas quais
0 aluno utilizou corretamente o Teorema dos Caminhos, calculou o limite de forma correta,
mas cometeu o seguinte erro: considerou que v2=* =2, a0 invés de v2x* = x[2, ao calcular
o limite ao longo do caminho §, = {(x, y) € R?|y = x}. Portanto, cometeu um erro algébrico,
que, por sua vez, ndo implicou em contradigdes na resposta final do problema.

Na Tabela 3 apresentamos as categorias de erros que emergiram da analise das
respostas consideradas incorretas.
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Tabela 3
Distribuicao dos erros cometidos pelos alunos na Questéo 2.

Numero de ocorréncias por item

Categorias N. Total
a b c d
C8) Apllcou de forma incorreta o Teorema dos 23 30 4 18 75
Caminhos.
C9) Errou a propriedade do limite envolvendo o 7 0 9 5 21

produto de dois fatores.

C10) Usou estratégias inadequadas e ou
desnecessarias considerando que nao ha 0 7 0 0 7
indeterminagédo no problema.

C11) Substituiu (x, y) por valores proximos a (1,7)
na fungéo e concluiu que o limite ndo existe porque 0 2 0 0 2
os limites laterais sao diferentes.

C12) Néao reconheceu a indeterminagao do tipo
0/0, inferindo que o limite, neste caso, é zero ou 4 0 8 1 23
nao existe.

C13) Considerou que o limite de uma fungéo
racional, cujo numerador tende a uma constante

diferente de zero e o denominador tende a zero, 8 2 0 6 16
€ igual a zero.
C’14) lAlecou de forma incorreta a Regra de 0 0 1 2 3
L'Hopital.
C15) No desenvolvimento da resolugdo assumiu

. 0 3 0 0 3
que lim—=0.

x>l x
C16) Errou ao efetuar operacdes algébricas. 3 4 7 7 21
C17) Iniciou estratégias, mas nao concluiu a questao 17 8 15 14 54

ou n&o apresentou o desenvolvimento da solug&o.

Considerando os diversos tipos de erros identificados na resolugao dessa questao,
queremos discutir de modo especial aqueles pertencentes a categoria C8, os quais
evidenciam dificuldades em aplicar o Teorema dos Caminhos e ocorreram em quantidades
notaveis. Correspondem, em sua maioria, a dois tipos de encaminhamentos: (i) o aluno
aplicou o limite ao longo de caminhos inadequados; ou (ii) calculou os limites ao longo
de dois caminhos diferentes (de forma correta ou ndo) e obteve resultados iguais, por isso
concluiu que o limite da fungdo corresponde ao valor-limite encontrado.

Dizemos que o caminho ¢ inadequado para o Teorema dos Caminhos quando a
func¢do nao estd definida no conjunto (exceto possivelmente no ponto (a, b)) ou quando
o ponto (a, b) (para (x, y) = (a,b)) ndo é um ponto de acumulagido do conjunto. Por
exemplo, no item (a), os caminhos §; = {(x,y) € R?|y = 0} e S, = {(x,y) € R?|x = 0}¢
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Z+y

2
sdo inadequados porque a fungdo f(x,y)= ZXT ndo estd definida nesses conjuntos. Por
pe

outro lado, os caminhos S; = {(x,y) € R?|x = 1}e S, = {(x y) € R?|y = 1} sdo inadequados,

pois (x,3) —(0,0) e o ponto (0,0) ndo é ponto de acumulagio desses conjuntos.

Em Stewart (2011) o conceito de ponto de acumulag@o ndo ¢ definido. Mas observa
que “existem infinitas maneiras de (x, y) se aproximar de (@, b) por uma quantidade infinita
de dire¢des e de qualquer maneira que se queira (veja a Figura 3 (5)) bastando que (x,
y) se mantenha no dominio de /” (idem p.829). Portanto, ¢ claro que devemos escolher
um caminho que se aproxima arbitrariamente de (a, b) e que esteja contido no dominio
de f. Além disso, o conceito de ponto de acumulag@o ¢ discutido em outras referéncias
bibliograficas da disciplina de Calculo II, tais como Leithold (1994) e Guidorizzi (2012)
e pode ter sido explorado em sala de aula.

Contudo, o mesmo cuidado ndo esté explicito nos exemplos resolvidos das se¢des
de limite e continuidade de func¢des dessas obras. Em Leithold (1994) por exemplo, ao
tomar conjuntos arbitrarios para aplicar o Teorema dos Caminhos ndo se verifica que o
ponto (a, b) é ponto de acumulagao de tais conjuntos. Este cuidado ¢ feito em apenas um
dos exemplos de Guidorizzi (2012). Por outro lado, em Stewart (2011) ndo se verifica se
o caminho escolhido pertence ao dominio da fungao.

Essas observagdes também ndo aparecem nas respostas dos alunos. Isso nos
induz a concluir que “verificar se o caminho escolhido pertence ao dominio da fung¢ao”
ou “verificar se o ponto (@, b) ¢ um ponto de acumulacao do conjunto escolhido” ndo
constituem o conceito imagem de limite de fungdes de varias variaveis desses alunos.
Possivelmente, 0 mesmo ocorre com estudantes que acertaram as questdes por terem
sido felizes nas suas escolhas, ja que ndo demonstraram tais cuidados em seus registros
escritos.

Além disso, todos os exemplos dessas obras tomam limites com (x, ) = (0,0), e
com isso, os caminhos escolhidos sempre passam pela origem. Desse modo, o aluno pode
ter como parte de seu conceito imagem de limite que os caminhos que passam pela origem
sempre podem ser utilizados. Isso pode ser verificado nas respostas do item (b), no qual
temos (x, v) — (L, 1). Verificamos que 22 alunos tomaram caminhos inadequados, dos quais
13 tomaram caminhos que passam pela origem, tais como: S; = {(x, y) € R?|y = 0}
Sy = {(x,y) € R?|x = 0}.55 = {(x,¥) € R?*|x = 2y}.55 = {(x,y) € R*|x = 3y},
S;={(x,y) ER*|x =y/2} ou S5 = {(x,y) € R?|]x = —y]} sendo que em duas
respostas 0 aluno usou a notagao y(¥) = (0,7) da mesma forma em que o assunto ¢ abordado
em Guidorizzi (2012).

Uma outra possibilidade ¢ que eles podem generalizar as situagdes, repetindo aqueles
caminhos que foram usados em diversos exemplos. Em nossa pesquisa de doutorado,
ainda em andamento, constatamos que para resolverem situagdes-problemas de Célculo
Diferencial Integral os alunos preferem consultar exemplos resolvidos em seu material
de estudo ao invés da teoria formal envolvida, conforme relatamos em Vidotti ¢ Kato
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(2017). Sendo assim, estes exemplos resolvidos no livro didatico e aqueles resolvidos em
sala de aula, exercem forte influéncia na forma como os estudantes aprendem.

Tall e Li (1992), ao investigarem a introdugdo dos conceitos de sequéncia, série e
limites por meio de um ambiente computacional que usava programagao, constataram
que “os alunos desse curso ndo evocam o conceito definigdo para fazer matematica, em
vez disso eles evocam um conceito imagem, a partir de suas experiéncias” (p.5, tradugdo
nossa).

Desse modo, entendemos que as formulas usadas para descreverem os caminhos
utilizados para calcular limites fazem parte do conceito imagem de limite de fungdes
de varias variaveis dos alunos e sdo evocados na resolugdo de problemas, ao invés de
evocarem o conceito defini¢do, que, como pudemos observar na Questdo 1, envolve a
nocdo de “aproximacao” e, portanto, ndo poderia admitir o uso de caminhos que nao se
aproximam do ponto (@, b). Em vista disso, consideramos que a escolha de caminhos
para calcular o limite ¢ um possivel fator de conflito potencial da teoria de limite de
funcgdes de varias variaveis, pois foram identificadas nessa pesquisa conceitos imagem
em desacordo com o conceito defini¢ao formal.

Por outro lado, o segundo tipo de encaminhamento (calculou os limites ao longo
de dois caminhos diferentes e obteve resultados iguais, por isso concluiu que o limite da
fungdo corresponde ao valor-limite encontrado) evidencia a evocagao do conceito imagem
“o limite da fungdo corresponde ao limite restrito a um ou dois caminhos” que, por sua
vez, ndo ¢ incoerente, pois pode ser que o limite seja esse. Mas faltaram argumentos para
confirmar ou refutar a afirmacdo. Nesses casos, 0 aluno deveria ter usado a defini¢do
formal para demonstrar a sua suspeita. Esse ¢ mais um indicio de que o conceito defini¢ao
de limite ¢ inativo na estrutura cognitiva destes sujeitos, visto que eles ndo procuraram
aplica-la em suas solugdes.

A categoria C9 corresponde aos erros cometidos na aplicagdo da propriedade: “Se
o vl)iir(la 5 S(x,»)=0ese| g(x,y)|< M para0| (x,y)—(a,b)|<r,onde > 0,M >0 sidoreais

fixos, entdo lim  f(x,¥) g(x,y)=0" (Guidorizzi, 2011, p.166). Essa propriedade

)—(a.b)

possui versao equivalente para o limite de fungdes de uma tinica variavel e alguns autores,
como Leithold (1994) e Stewart (2011), apenas mencionam a sua validade para o caso
das fungdes de varias variaveis, bem como outras propriedades de limites de fungdes. Em
Guidorizzi (2011) ha um exemplo que mostra apenas de forma algébrica a sua aplicagao.
Assim, ¢ compreensivel que o aluno tenha dificuldades em formar imagens mentais
relacionadas a ela, especialmente para verificar se a fungéo g ¢ limitada, cuja nogdo passa
a ser explorada no espaco tridimensional.

Todos os alunos que tentaram utilizar a propriedade referida na Questdo 2 cometeram
erros, visto que as respostas para esses itens sdo todas diferentes de zero. Esses erros, em

sua maioria, consistiram em escolher um fator (fun¢o) ndo limitado para formar o produto
de dois fatores. Aqueles que tentaram provar que a fungao ¢ limitada, apresentaram apenas
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um limitante inferior, conforme apresentado na Figura 7, o que evidencia a formagao de
um conceito imagem restrito para a nog¢ao de fungao limitada.

3.3
X . 1 . 2 -
m % = lim x3y3 e 0 . pois, sendo le +6x4 = 0 entdo
(3)=0.0) 8x ° +6x°  (x)—(0,0) 8x "+ 6x
1 T : 3.3
ﬁ>0,logoehm1tadae lim xy'=0,
8x +6x (%.9)-(0.0)

Figura 7. Resposta do aluno M34.

Alguns estudantes ndo evocaram nenhuma das propriedades discutidas
anteriormente. Tentaram manipular as fung¢des, multiplicando e/ou dividindo os seus
termos pelas variaveis x ou y, ou por polindmios formados por elas antes de aplicar o limite
diretamente. Isso gerou alguns erros algébricos, contabilizados na categoria C16. Algumas
dessas estratégias foram consideradas validas. Entretanto, alguns estudantes as utilizaram
no item (b), o que, por sua vez, ndo resulta em uma indeterminagao matematica, logo, ndo
requer a utilizacdo destes tipos de estratégias, contabilizadas na categoria C10.

Desse modo, os erros atribuidos a categoria C10 denotam indicios de que as
estratégias utilizadas para eliminar indetermina¢cdes matematicas no calculo de limite
constituem imagens mentais muito fortes para esses sujeitos a ponto de serem aplicadas
em situacdes inadequadas. Ao nosso olhar, remetem imagens formadas a partir do calculo
de limite de fungdes de uma tunica variavel, e que ndo formaram conflitos cognitivos
nesses individuos, por isso continuam a repetir o erro.

Os erros contabilizados nas categorias C12, C13, C14, C15 e alguns dos erros
algébricos (C16) foram cometidos nos calculos de limites ao longo de caminhos na
aplicagdo do Teorema dos Caminhos, logo, refletem dificuldades em limites de func¢des
de uma unica variavel que ndo constituem o foco principal deste trabalho. Contudo,
podemos apontar algumas pesquisas que também constataram esses tipos de erros: Cury
(2003), Cavasotto (2010) e Pereira Filho (2012). Além desses, Domingos (2003), Abreu
(2011) e Soares e Cury (2017) investigaram os conceitos imagem e defini¢ao de limite
embora ndo tenham estabelecido relagdes com esses tipos de erros.

CONSIDERACOES FINAIS

Retomando nossos objetivos iniciais que consistiram em “investigar possiveis causas
para os erros cometidos pelos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica em um
teste sobre limite de fungdes de varias variaveis, através dos elementos teoricos: conceito
imagem e conceito defini¢ao”, discorremos aqui sobre os resultados que corroboram para
a ampliagdo das discussdes acerca do processo de aprendizagem do Calculo.

Analisando o desenvolvimento da teoria de limite de fungdes de vérias variaveis,
em um dos livros disponiveis aos estudantes, encontramos indicios de que o pressuposto
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Ax, ) # L para qualquer (x, y) € D poderia constituir um fator de conflito potencial e isto
pdde ser verificado nas respostas de alguns estudantes ao explicarem os seus entendimentos
sobre o conceito de limite. Entretanto, esse resultado aparentemente ndo respondia a nossa
investigagdo, porque nao observamos relagdes entre esse fator e os erros cometidos pelos
alunos nas demais questdes do teste.

Contudo, outros fatores de conflitos potenciais puderam ser identificados, tais como:
a proximidade entre os conceitos de limite e continuidade e a escolha de caminhos para
aplicar o Teorema dos Caminhos no calculo do limite, sendo que esse ultimo se manifestou
com uma frequéncia consideravel nas respostas dos estudantes e pode ser considerado
como causa para aqueles erros que consistiram em tomar caminhos inadequados para
calcular o limite.

Além disso, constatamos conceitos imagem inapropriados de fungio e de fungao
limitada, os quais parecem estar causando dificuldades na formagao do conceito imagem
de limite de fungdes de varias variaveis, além de provocar erros relacionados a aplicagao
de uma propriedade de limite que envolve o produto de dois fatores, no qual um deles
tende a zero e o outro ¢ limitado.

Outro fato observado diz respeito a definigdo formal de limite, que se mostrou
inativa na estrutura cognitiva dos sujeitos, visto que constou de forma correta em apenas
seis dos conceitos definigdo dos estudantes e ndo foi utilizada para resolver as demais
questdes do teste.

Essas conclusdes apontam para possibilidades nas quais o professor pode auxiliar
os alunos a formarem conceitos imagem apropriados de limite de fungdes de varias
variaveis, estando atento sobretudo a esses fatores de conflitos potenciais. Segundo Tall
e Vinner (1981) o professor também pode mostrar imagens incorretas para que se discuta
e racionalize o problema. No entanto, essa tarefa ndo ¢ simples, visto a complexidade
deste conceito. Além disso, segundo os autores

[...] em niveis avangados ¢ muito mais dificil de visualizar os conceitos como
imagens mentais e o aluno pode nao ter certeza das intuigdes sugeridas pelo seu
conceito imagem, que pode ser uma mistura do conceito imagem forte com conflitos
potenciais com o conceito defini¢do. Essas dificuldades em formar o conceito
imagem apropriado, pode impedir o desenvolvimento de uma teoria formal na
mente do individuo. (Tall & Vinner, 1981, p.167, tradugdo nossa)

Para além dessa afirmagdo, nossas conclusdes remetem também para a importancia
do papel do professor nesse processo de ampliagdo das imagens mentais apropriadas do
conceito de limite de func¢des de varias variaveis, principalmente porque, como vimos, a
forma como os livros didaticos apresentam esse tema nao sdo suficientemente abrangentes
para atingir tal objetivo sozinhos.
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Além disso, conforme aponta Alves (2011), alguns livros didaticos, tais como,
Leithold (1999) e Guidorizzi (2004), ndo exploram as ligagdes entre os conceitos de
Calculo em uma variavel e do Calculo em vérias variaveis, o que constitui mais um aspecto
a ser observado pelo professor em sala de aula, pois como vimos nessa pesquisa, muitos
dos erros cometidos pelos alunos se estendem do Calculo em uma variavel.
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