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RESUMO

Sdo apresentados os principais achados de um estudo de dissertagdo que investigou as
contribuigdes que a exploracdo de problemas combinatorios pode proporcionar ao raciocinio
probabilistico e vice-versa. A luz do aporte teérico adotado (a Teoria dos Campos Conceituais),
foram consideradas as diferentes situagdes que atribuem sentido 8 Combinatéria e a Probabilidade,
seus respectivos invariantes e as representacdes simbolicas/estratégias utilizadas na resolugéo dos
problemas propostos, sendo as relagdes que se estabelecem entre os raciocinios combinatorio e
probabilistico o foco central do estudo. Os dados foram coletados com 24 estudantes da Educagao
de Jovens e Adultos, cursando diferentes momentos da Educag¢@o Basica. Observou-se a influéncia
da escolarizag@o, dos tipos de problema e da ordem de apresentacdo destes nos desempenhos
apresentados. Foram percebidas contribuigdes aos raciocinios investigados que surgem a partir da
resoluc@o de problemas combinatérios e probabilisticos. Desse modo, recomenda-se que o ensino
dessas areas do conhecimento seja realizado de maneira articulada.

Palavras-chave: Combinatodria; Probabilidade; Educagdo de Jovens e Adultos.

Investigating Relationships Between Combinatorial and Probabilistic Reasonings
in Youth and Adult Education

ABSTRACT

We present the main findings of a master’s dissertation study that investigated the
contributions that the exploration of combinatorial problems can bring to probabilistic reasoning
and vice versa. In the light of the theoretical reference adopted (the theory of conceptual fields),
we considered the different situations that give meaning to combinatorics and probability, their
invariants and the symbolic representations/strategies used in the solving of the problems proposed.
The relations established between combinatorial and probabilistic reasoning were the focus of
the study. Data was collected with 24 students of Youth and Adult Education who were attending
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different phases of basic education. The influence of schooling, of the types of problems and of
the order of presentation of these problems in the performance of the students was also analysed.
Contributions to the investigated reasoning that emerged from the resolution of combinatorial and
probabilistic problems were perceived. Therefore, the teaching of these areas of knowledge in an
articulated way is recommended.

Keywords: Combinatorics; Probability; Youth and Adult Education.

INTRODUCAO

E importante que o ensino da Matematica vise mais do que a simples apropriacio de
conceitos variados, proporcionando o desenvolvimento do raciocinio 16gico matematico
e hipotético-dedutivo. Isso ¢ primordial para que estudantes de diferentes etapas e
modalidades de ensino sejam capazes de aplicar seus conhecimentos matematicos
para a resolugdo de problemas — inclusive aqueles que demandam o levantamento de
possibilidades.

O raciocinio combinatodrio e o probabilistico sdo modos de pensar constituintes do
raciocinio logico-matematico que provém ferramentas para que se relacionem conjuntos
de elementos, se pense sobre proporgdes ¢ se compreenda eventos aleatdrios. Dada a
importancia dos mesmos para a compreensio de problemas (cotidianos ou escolarizados),
diferentes autores defendem que se trabalhe com conceitos referentes a Combinatoria e a
Probabilidade de forma progressiva, ao longo de toda a Educag@o Basica, tendo em vista
o pleno desenvolvimento de tais raciocinios (Fischbein, 1975, Borba, 2016, Campos &
Carvalho, 2016).

A luz da Teoria dos Campos Conceituais (Vergnaud, 1986, 1996), tem-se que
conceitos relativos @ Combinatoria e a Probabilidade estdo inseridos em um mesmo
campo conceitual — o das estruturas multiplicativas — e, dado que um campo conceitual
¢ um conjunto heterogéneo de problemas, situagdes e conceitos interconectados entre si,
¢ imprescindivel que sejam exploradas as relagdes existentes entre tais conceitos. Com
base em tal aporte teodrico, no presente estudo buscou-se investigar as contribuicdes
que a exploragdo de problemas referentes & Combinatéria pode trazer para o raciocinio
probabilistico e vice-versa.

Optou-se por realizar esse estudo com estudantes da EJA dada a incipiéncia
de estudos realizados com adultos ¢ a ampla bagagem possuida pelos mesmos. Os
aprendizados desses estudantes advém de experiéncias cotidianas e sociais que podem
servir de ponto de partida para o desenvolvimento de seus conhecimentos matematicos
na escola.

Os aportes teodricos adotados, os objetivos e o método utilizado, bem como os
principais resultados obtidos, sdo apresentados nas secdes a seguir.
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O CAMPO CONCEITUAL DAS ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS

Geérard Vergnaud adota uma abordagem desenvolvimentista do conhecimento,
voltando seu olhar ndo apenas para a constru¢ao do conhecimento no geral, mas, também,
para o processo de conceitualizagdo por parte dos sujeitos e, assim, a Teoria dos Campos
Conceituais (Vergnaud, 1986, 1996) atribui um papel essencial aos proprios conceitos
matematicos. Dessa maneira, tal teoria da suporte a um olhar aprofundado voltado aos
conceitos e as articulacdes entre os mesmos — articulagdes que levam a constituicao dos
diferentes campos conceituais, definidos pelo tedrico como “um conjunto de situagdes,
cujo dominio requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de representacdes
simbdlicas em estreita conexao” (Vergnaud, 1986, p. 10).

Vergnaud (1986) afirma, ainda, que “um conceito pode, com efeito, ser definido
como um tripé de trés conjuntos” (p. 9). Os tré€s conjuntos sio: situagdes (que dao sentido
ao conceito — S), invariantes (propriedades e relagdes constantes nas diversas situagdes — e
1) representagoes simbolicas (utilizadas para representar os conceitos — R).

Em especial, o campo conceitual das estruturas multiplicativas diz respeito ao
“conjunto das situa¢des que exigem uma multiplicacdo, uma divisdo ou uma combinagio
destas duas operagdes” (Vergnaud, 1996, p. 167). Engloba, portanto, conceitos como o
de numero racional, proporcionalidade, fun¢des e, também, conceitos relacionados a
Combinatoria e a Probabilidade.

Dado o posto, o presente estudo voltou seu olhar ao campo das estruturas
multiplicativas, especialmente para a Combinatoria e a Probabilidade. Buscou-se
investigar a compreensdo dos invariantes relacionados as diferentes situagoes que
dao sentido aos conceitos investigados e as representagées simbolicas utilizadas pelos
participantes ao resolverem os problemas propostos.

Sdo apresentados, na proxima secdo, os referenciais adotados no que diz respeito
a Combinatoria e a Probabilidade e as sifuagoes que atribuem sentido aos conceitos
relacionados a tais areas da Matematica (e seus respectivos invariantes). A luz dos aportes
teoricos utilizados, na analise de dados foram levadas em consideragdo, também, as
representagoes simbolicas utilizadas durante a resolu¢ao dos problemas combinatérios
e probabilisticos propostos.

COMBINATORIA, PROBABILIDADE E SUAS RELACOES

A Anélise Combinatoria' € definida por Morgado, Pitombeira de Carvalho, Pinto de
Carvalho ¢ Fernandez (1991) como “a parte da Matematica que analisa estruturas e relagdes
discretas” (p. 1). Esses autores destacam os dois tipos de problema mais frequentes no
estudo da mesma, relacionados a “1. demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos
de um conjunto finito dado e que satisfazem certas condigdes; 2. contar ou classificar os
subconjuntos de um conjunto finito ¢ que satisfazem certas condigdes dadas” (p. 2).

! Termo considerado sindnimo de Combinatoria no presente estudo.
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A Combinatéria estuda, portanto, os conjuntos discretos e as configuragdes
que podem ser obtidas a partir de certas transformagdes na estrutura da composicao
dos elementos dos mesmos. O uso de conhecimentos combinatdrios na resolu¢ao de
problemas de tal natureza faz, assim, com que ndo seja necessario listar ou enumerar
todos os elementos que formam um conjunto para que se determine o niimero total de
elementos que o compde.

No desenvolvimento do presente trabalho, foi adotada a classificagdo das situagées
que atribuem sentido, especialmente, a Combinatoria, proposta por Pessoa e Borba (2009)
—que integra quatro tipos de problemas combinatorios numa mesma categorizagao (produto
cartesiano, combinagdo, permutagdo e arranjo). Tais problemas diferenciam-se entre si em
funcdo da natureza dos seus invariantes de ordem ¢ de escolha (Borba, 2016).

Os problemas categorizados como produto cartesiano dizem respeito ao trabalho
com mais de um conjunto, nos quais a ordem dos elementos ndo implica em possibilidades
distintas. Por sua vez, os problemas de combinagdo, arranjo e permutacdo dizem
respeito a situagdes nas quais a escolha acontece dentro de um mesmo conjunto, de
forma que nas situagdes de arranjo a mudanga de ordem dos elementos constitui novas
possibilidades, nas de combinagdo essa mudanga nao forma novas possibilidades e nos
problemas de permutacdo todos os elementos do conjunto sao utilizados e as diferentes
possibilidades a serem exploradas sao construidas a partir da modificagdo das posi¢des
de seus elementos.

No que diz respeito a Probabilidade, Morgado et al. (1991) a definem como “o ramo
da Matematica que cria, desenvolve ¢ em geral pesquisa modelos que podem ser utilizados
para estudar experimentos ou fendmenos aleatérios” (p. 119). O termo “probabilidade’ possui
usos variados dentro ¢ fora do contexto académico. Segundo esses autores, “a defini¢do de
probabilidade como quociente do nimero de ‘casos favoraveis’ sobre o numero de ‘casos
possiveis’ foi a primeira defini¢do formal de probabilidade” (p. 119) e ¢ tal concepgao
(conhecida como classica ou laplaciana) a adotada no presente estudo dado o foco central
do mesmo, pois essa concepgao ¢ a mais fortemente relacionada a Combinatéria visto que
demanda o levantamento de todas as possibilidades que constituem o espago amostral.

Segundo Bryant e Nunes (2012) a probabilidade ¢ um conceito complexo que
exige o desenvolvimento de quatro exigéncias cognitivas para seu amplo entendimento,
que sdo: 1) compreender a nogdo de aleatoriedade, 2) formar e categorizar espagos
amostrais, 3) comparar e quantificar probabilidades e 4) entender correlagdes (relagdes
entre eventos).

A primeira exigéncia cognitiva esta relacionada a compreensdo da natureza de
eventos ndo deterministicos, isto ¢, eventos aleatorios. A aleatoriedade esta muito presente
no cotidiano e desempenha um papel importante, pois sua compreensao ¢ imprescindivel
para a distingdo de um evento ou sequéncia de eventos aleatoria de uma ndo aleatoria.

A segunda exigéncia cognitiva estd intrinsecamente pautada no pensamento
combinatdrio: a determinagdo do espago amostral de dado problema ¢ importante nao
s para o calculo de probabilidades, mas é também essencial para entender a natureza da
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aleatoriedade, pois problemas probabilisticos “sdo sempre sobre um conjunto de eventos
possiveis, mas incertos [ ...], nos precisamos saber precisamente quais sao todos os eventos
possiveis” (Bryant & Nunes, 2012, p. 29, traducao nossa).

Por sua vez, a terceira exigéncia cognitiva se refere a capacidade de comparar e
quantificar probabilidades. Sendo a probabilidade uma quantidade intensiva, o calculo da
mesma exige a compreensao de seu carater proporcional, pois “o calculo da probabilidade
de ocorréncia de um evento ou de uma classe de eventos deve se basear na quantidade
total do espaco amostral ¢ ndo apenas na quantidade de eventos que nos queremos prever”
(p. 46, traduca@o nossa).

Por fim, a quarta exigéncia cognitiva apontada diz respeito a identificagcdo de
eventos dependentes e independentes, visto que a associacdo entre dois eventos pode
acontecer aleatoriamente ou representar uma relagdo genuina. Nesse caso, visto que
“o objetivo de analisar a correlagdo entre dois eventos ¢ determinar se eles co-ocorrem
mais frequentemente do que se espera que ocorram ao acaso” (Bryant & Nunes, 2012,
p. 67, tradugdo nossa), a habilidade mais importante ¢ distinguir um evento aleatério de
um ndo aleatorio.

Além de investigar um e outro raciocinio, o presente estudo teve como foco as
relagdes que se estabelecem entre eles. Tais relagdes sdo apontadas por diferentes autores
(Piaget & Inhelder, 1951 apud Navarro-Pelayo, Batanero & Godino, 1996, Santos, 2015),
que destacam que o raciocinio combinatdrio é essencial para a compreensdo da ideia de
Probabilidade, visto que permite ao sujeito compreender experimentos aleatdrios, dos mais
elementares aos mais elaborados. E vélido destacar, ainda, que conceitos probabilisticos
(dentre eles o conceito de espago amostral) constituem uma importante ferramenta para
a resolugdo de problemas combinatorios.

Defende-se, assim, um ensino que permita a articulagdo e comunicagao de ideias
entre tais areas da Matematica (que envolvem o levantamento de possibilidades ¢ o
entendimento de situacdes ndo deterministicas). Neste sentido, o presente estudo surgiu
do interesse em investigar essas relagoes a partir da resolugao de problemas combinatorios
e probabilisticos articulados por meio de revisitagdes, que consistiram na proposicao
de novos olhares aos problemas, a partir da explora¢do de diferentes aspectos dos
mesmos.

METODO

Participaram do estudo 24 estudantes adultos da EJA de escolas publicas localizadas
no interior do agreste pernambucano’. Os mesmos pertenciam a trés grupos distintos:

2 Os dados aqui apresentados e discutidos foram coletados, com o devido consentimento das institui¢des envolvidas, junto a
estudantes que se dispuseram a participar do estudo de maneira voluntaria. A coleta se deu em contexto muito semelhante aquele
que ocorre normalmente em sala de aula—resolugdo de problemas matematicos com enunciados adequados ao ptiblico alvo —nao
tendo sido necessaria a aprovagio pelo Comité de Etica. Destaca-se, contudo, que niio ¢ de responsabilidade da Acta Scientiae
quaisquer consequéncias e/ou danos resultantes aos estudantes participantes da pesquisa que originou o presente trabalho.
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Modulo II, Médulo IV e EJA Médio 3 (periodos de escolarizagdo equivalentes,
respectivamente, a conclusdo dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, dos Anos Finais
e do Ensino Médio).

A coleta de dados consistiu na condugdo de entrevistas clinicas individuais audio
gravadas, pois se buscou acompanhar de perto os raciocinios combinatério e probabilistico
dos participantes do estudo. Tal método foi escolhido tendo-se em vista que “o raciocinio
[...] tende a refletir-se nas a¢des, nas escolhas que um sujeito faz, por exemplo, ao resolver
um problema” (Carraher, 1998, p. 1). Também se atendeu a sugestao de Lima (2010), que
investigou a compreensio de estudantes da EJA sobre problemas multiplicativos (com
foco na Combinatéria), de que, em estudos posteriores realizados com estudantes dessa
modalidade de ensino, o uso de métodos como a entrevista clinica piagetiana poderia
proporcionar melhor compreensao dos processos utilizados pelos participantes ao resolver
problemas propostos.

Durante as entrevistas clinicas, metade dos participantes de cada grupo resolveu
um tipo de teste (Teste 1) e os demais resolveram um segundo tipo de teste (Teste 2).
Ambos os instrumentos de coleta foram compostos por quatro problemas combinatérios
(produto cartesiano, combinag¢do, permutagdo e arranjo) e 16 problemas probabilisticos
(quatro referentes a cada uma das exigéncias cognitivas da probabilidade: espago amostral,
correlagdo, aleatoriedade e comparagdo de probabilidades). Os participantes dispuseram
de lapis/caneta, papel, teste impresso e calculadora para resolver tais problemas, que foram
iguais nos dois tipos de teste. Os testes diferenciaram-se entre si em fungdo da ordem
de apresentag@o dos problemas: no Teste 1 cada um dos problemas combinatdrios foi
revisitados sob o olhar da Probabilidade (a partir de problemas referentes as diferentes
demandas cognitivas consideradas), enquanto no Teste 2 a ordem era inversa, isto ¢, 0s
variados problemas probabilisticos foram apresentados primeiro e revisitados sob o olhar
da Combinatoria. Tal estrutura € ilustrada na Figura 1.

produto : 7 : »
cartesiono [*EAPC; COPC; ALPC; CPDPC >
I
combinagio *EAC; COC; ALC; CPDC ;
§ f V4 TESTE 1:
} COMB. - PROB.
permutagio I- EAP; COP; ALP; CPDP
1
arranjo «EAA:; COA; ALA; CPDA r>
l

[* EAA; COA; ALA; CPDA

f.\
e . 3§ g \ produto
[+ EAPC; COPC; ALPC; CPDPC /
N
. (R coG e e
TESTE 2: v
PROB. - COMB. I — N
[+ EAP; COP; ALP; CPDP ), permutacéo
i)
|

v/

Figura 1. Estrutura dos instrumentos de coleta utilizados. (Lima, 2018).
EA: espago amostral; CO: correlagdo; AL: aleatoriedade;
CPD: comparagao de probabilidades diferentes.
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Os problemas referentes as situagoes combinatorias consideradas no presente estudo
possuem numero de etapas de escolha e ordem de grandeza semelhantes: seus resultados
estdo entre 6 e 12 possibilidades. A elaboracgao de tais problemas levou em consideracao
a diversidade de niveis de escolarizagdo dos participantes, visto que problemas com um
numero pequeno de possibilidades podem ser facilmente resolvidos a partir do uso de
representagoes simbolicas e estratégias variadas — mesmo as mais simples/informais
como a enumeragao oral e a listagem ndo sistematica. Na Figura 2 sdo apresentados os
problemas combinatoérios propostos.

No que se refere aos problemas probabilisticos propostos, ¢ apresentado, a titulo de
exemplificag@o, o bloco de problemas que exploram a constru¢do de espago amostral,
a investigagcdo de correlagdes, a compreensdo de aleatoriedade ¢ a comparagdo de
probabilidades referentes a situagdo combinatoria de produto cartesiano (Figura 3). Os
demais blocos de problemas probabilisticos (relacionados as situa¢des combinatorias de
combinagdo, permutagdo e arranjo) foram construidos de forma semelhante, utilizando-se
do mesmo contexto dos problemas combinatorios apresentados anteriormente ¢ ampliando
a compreensdo acerca dos mesmos.

(P) Maria gosta muito de literatura brasileira e

(PC) Carlos comecou a trabalhar em uma rede
sen autor favorito é José de Alencar. Ela ganhou

de supermercados e acabou de receber o sen
fardamento: 4 camisetas em cores diferentes com
o logo da empresa e 2 calcas. Quantos conjuntos
de uniforme diferentes Carlos pode formar com
as pecas recebidas?

3 livros desse autor de presente de aniversario e
ainda nio decidin em que ordem ird 1&-los.
Quantas ordens de leitura diferentes sio
possiveis?

(A} 4 rapazes desejam participar de uma
‘pelada’ com seus amigos e querem definir um

(C) Sara tem 5 prinmc ¢ quer escolher 3 deles atacante e um goleiro. De quantas formas

para acompanha-la ne aniversirio de uma
amiga. De guantas maneiras diferentes ela pode
fazer essa escolha?

diferentes os rapazes podem se orgamizar para
ocupar as pnﬁ;ﬁes citadas?

André Bruno Ceésar Diogo Eraldo , ‘ )

.ﬂmders:m Jullu Mateus Cicero

Figura 2. Problemas combinatérios propostos. Lima (2018).

PC: produto cartesiano, duas etapas de escolha, 8 possibilidades;
C: combinagdo, trés etapas de escolha, 10 possibilidades;

P: permutacao, trés etapas de escolha, 6 possibilidades;

A: arranjo, duas etapas de escolha, 12 possibilidades.
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(EAPC)Liste todos os conjuntos de calca e camiseta que Carlos pode formar com as pecas de roupa
recebidas.

(COPC)Carlos decidiu usar a calga de cor marrom. Na escolha da camiseta para completar seu uniforme,
todas as camisetas tem a mesma chance de serem escolhidas ou alguma camiseta tem mais chance? Por
que?

(ALPC)Carlos guarda as camisetas do seu uniforme lado a lado penduradas em cabides. No segundo dia
de trabalho, Carlos acordou apressado e pegon uma das camisetas sem olha-las. Todas as camisetas tem a
mesma probabilidade de terem sido pegas ou alguma camiseta tem mais chance? Explique.

(CPDPC)Jodo ¢ Mario trabalham na mesma empresa que Carlos. Eles possuem tempos de servigo
diferentes e, ao longo dos anos de trabalho, Joao receben 3 camisetas vermelhas, 2 azuis, 2 pretas e 1
laranja. Mario recebeu 2 camisetas vermelhas, 1 azul ¢ 1 laranja. Se os dois escolhérem ao acaso a
camiseta que vio usar, ¢ mais provavel que Joio ou Mario use uma camiseta na cor vermelha?

Justifique. ‘

Jodo Mdrro
Figura 3. Problemas probabilisticos referentes a situagéo de produto cartesiano. (Lima, 2018)
EAPC: espaco amostral de produto cartesiano; COPC: correlagéo de produto cartesiano;

ALPC: aleatoriedade de produto cartesiano;
CPDPC: comparagao de probabilidades diferentes de produto cartesiano.

Cada problema de espaco amostral solicitou a listagem escrita das possibilidades
referentes as situagdes combinatérias correspondentes. Tal representagdo simbolica/
estratégia pode ser utilizada espontaneamente ao se resolver qualquer problema
combinatdrio, entretanto, a partir da proposi¢do desse tipo de problema probabilistico
buscou-se garantir que todos os participantes utilizariam a listagem para indicagdo das
possibilidades de cada problema (seja na revisitagdo — Teste 1 — ou no primeiro contato
com tais situa¢des — Teste 2).

Os problemas de correlagdo propostos buscaram investigar a capacidade dos
participantes de perceberem a independéncia entre os eventos dados. Por sua vez, os
problemas de aleatoriedade propostos demandavam, além da compreensdo do carater
aleatdrio das situagdes em questdo, o julgamento da equiprobabilidade dos eventos
dados. E, por fim, os problemas probabilisticos de comparagdo de probabilidades
diferentes exploravam a comparagdo de probabilidades de eventos distintos, sendo
necessario que os participantes levassem em consideragdo o carater proporcional
intrinseco ao calculo de probabilidades.

Foram realizadas analises quantitativas dos desempenhos dos participantes por meio
do uso do software Statistical Package for the Social Sciences (SPSS), considerando-se
as variaveis: tipos de problemas, escolarizacao e tipo de teste. As analises qualitativas,
por sua vez, permitiram identificar os invariantes compreendidos pelos estudantes, as
representagoes simbolicas/estratégias utilizadas — suas limitagoes e efetividade — e levantar
as relagdes estabelecidas entre o raciocinio combinatdrio e o probabilistico.
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No que diz respeito aos problemas combinatorios e aos problemas de espaco
amostral atribuiu-se zero (0) pontos quando menos da metade das possibilidades foi
considerada, um (1) ponto quando metade ou mais das possibilidades foi considerada
e dois (2) pontos quando houve esgotamento, isto €, um acerto total. Nesses problemas
foram categorizadas, a posteriori, as representagoes simbolicas/estratégias utilizadas
pelos participantes, a fim de facilitar as analises qualitativas realizadas.

Por sua vez, no que se refere aos demais problemas probabilisticos (correlagdo,
aleatoriedade ¢ comparagdo de probabilidades diferentes) foi atribuido zero (0) pontos
quando houve erro, um (1) ponto quando houve acerto, mas a justificativa apresentada foi
inadequada ou ausente ¢ dois (2) pontos para acertos com justificativas adequadas.

A partir das andlises realizadas, os principais achados do estudo exploratdrio
conduzido sao apresentados e discutidos a seguir.

APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Dadas as pontuagdes atribuidas aos problemas combinatorios e probabilisticos
propostos, o desempenho total poderia chegar a um maximo de 40 pontos. O desempenho
geral dos participantes do estudo variou de 2 a 23 pontos, sendo o desempenho médio
igual a 17,16 pontos. Tal dado aponta para uma compreensdo insatisfatoria, por parte
desses estudantes, no que se refere a Combinatoria e a Probabilidade.

E importante destacar que esse desempenho geral foi influenciado pela variavel
Grupo, visto que o desempenho tendeu a crescer em fun¢do do nivel de escolarizacao
dos participantes: o Grupo | apresentou desempenho médio igual a 8,6 pontos, enquanto
o desempenho médio do Grupo 2 foi igual a 18,8 pontos e o do Grupo 3 igual a 24,1
pontos. Essa influéncia da escolarizacdo no desempenho geral dos participantes se
mostrou estatisticamente significativa (F (2, 23) = 8,862; p = 0,002). No entanto, tal
avanco no desempenho s6 foi significativo ao se comparar o Grupo | (estudantes em
inicio de escolariza¢do) com os demais, ndo havendo avanco significativo ao se comparar
os desempenhos de estudantes da EJA cursando o equivalente a conclusdo do Ensino
Fundamental (Grupo 2) ¢ ao Ensino Médio (Grupo 3)°.

Tal achado corrobora com o observado no estudo de Lima (2010), também
realizado com estudantes da EJA resolvendo problemas de estruturas multiplicativas. A
autora destaca que, a medida que avangava o nivel de escolarizagdo, percebeu-se uma
melhor compreensio dos invariantes dos problemas abordados e o uso de representagoes
simbolicas e estratégias mais adequadas as suas resolugdes.

Destaca-se, a partir dos resultados obtidos, que a escolarizagdo, por si so,
proporcionou avangos nos desempenhos dos participantes do presente estudo ao
resolverem os problemas combinatdrios e probabilisticos propostos. Tal avango, no

* Conforme post hoc Tukey, tem-se: Grupo 1 x Grupo 2 — p = 0,034; Grupo 1 x Grupo 3 — p = 0,001 e Grupo 2 x Grupo
3 —p=10340.
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entanto, pode ndo se dever ao estudo especifico de Combinatoria e Probabilidade, visto que
melhores desempenhos por parte dos estudantes da EJA Médio 3 eram esperados, dadas
as expectativas de aprendizagem presentes nos Parametros Curriculares para a Educacao
Bésica de Pernambuco (Pernambuco, 2012), nas quais ¢ possivel perceber a existéncia
de maior destaque a conhecimentos relativos a Combinatoria e a Probabilidade.

Outra variavel central do presente estudo (tipo de teste) se refere a ordem de
apresentagdo dos problemas combinatérios e probabilisticos propostos. E de suma
importancia observar se € como essa variavel influenciou os desempenhos apresentados,
visto que a mesma reflete a natureza das articulagdes entre Combinatoria e Probabilidade
propostas em cada teste (a partir das revisitagdes neles presentes).

Nesse sentido, tem-se que o desempenho médio referente ao Teste 1 foi igual a
18,2 pontos, enquanto o referente ao Teste 2 foi um pouco inferior, sendo igual a 16,2
pontos.Essa diferenca de desempenho, no entanto, ndo foi estatisticamente significativa
(t(22)=0,497; p=10,625). A ordem de apresentagido dos problemas e de suas respectivas
revisita¢cdes ndo influenciou, portanto, quantitativamente o desempenho geral dos
participantes do estudo*. Contudo, tal ordem de apresentagdo teve influéncia direta na
escolha das representagoes simbolicas e estratégias utilizadas pelos participantes ao
resolver os diferentes problemas combinatdrios e ao explicitarem seus respectivos espagos
amostrais, consistindo em avangos qualitativos de desempenho (mais evidentes no Teste
1). Tal discussao ¢ aprofundada adiante no presente texto.

Na Figura 4 sdo apresentados os desempenhos médios referentes a cada tipo de
problema combinatério e aos problemas de construcdo de espacos amostrais de cada
situag¢do combinatoria. Analises referentes aos demais problemas probabilisticos propostos
serdo apresentadas em seguida.

40 tipo de teste também néo influenciou de forma significativa estatisticamente os desempenhos de estudantes de um mesmo
grupo, mesmo que os desempenhos referentes ao Teste 1 tenham tendido a ser um pouco maiores. Tem-se: Grupo 1 — t(6) =
1,608; p = 0,159; Grupo 2 — t(6) = -0,139; p = 0,894 ¢ Grupo 3 — t(6) = 0,392; p = 0,708.

Acta Sci. (Canoas), 22(2), 134-149, Mar./Abr. 2020 143



pq”
18 ¥
e o
14 4
1z ¥
= 11
08 ¥
0.6 ¥
04 ¥
02 12 :l ]
0 1L
PC EAPC G EAP A EAA

Figura 4. Desempenho médio por tipo de problema combinatério e respectivas construgdes de espagos
amostrais (pontuagdo maxima 2 pontos por tipo problema). (Lima, 2018).

PC: produto cartesiano; EAPC: espagco amostral de produto cartesiano;

C: combinagéo; EAC: espago amostral de combinagéo;

P: permutacdo; EAP: espago amostral de permutagéo; A: arranjo; EAA: espago amostral de arranjo.

O problema combinatorio e o de espaco amostral referentes a situag¢do de produto
cartesiano foram aqueles nos quais os participantes do estudo apresentam melhores
desempenhos médios. Por outro lado, os menores desempenhos foram observados no
que se refere a situagdo de combinagdo (tanto no problema combinatdrio quanto no
probabilistico)®. Essa influéncia do tipo de problema no desempenho apresentado pelos
estudantes ao resolverem os problemas combinatorios propostos e ao construirem seus
espagos amostrais refor¢a o papel central das situagdes no desenvolvimento conceitual
(Vergnaud, 1986, 1996), visto que os diferentes tipos de situagées combinatorias e
probabilisticas ndo foram igualmente compreendidos pelos estudantes.

Tais resultados corroboram com estudos anteriores como os de Pessoa (2009),
de Lima (2010) e de Azevedo (2013), realizados com publicos distintos da Educagdo
Basica, que apontam os problemas de produto cartesiano como aqueles de mais simples
resolugdo dentre os combinatorios e os problemas de combinagdo como um dos quais 0s
estudantes apresentam maiores dificuldades. O maior desempenho no que diz respeito a

* Houve diferenca significativa estatisticamente no que se refere aos problemas combinatorios (exceto entre os problemas de
arranjo e de permutagdo): PC x C — t(23) = 6,868; p < 0,001; PC x P — t(23) = 2,318; p = 0,030;PC x A — t(23) = 2,460; p
=0,022; Cx P— t(23) =-2,937, p =0,007; C x A — t(23) = -3,140; p = 0,005 ¢ P x A — t(23) = 0,000; p = 1. O mesmo foi
observado ao se tratar dos problemas de espago amostral: EAPC x EAC — t(23) = 8,177, p <0,001; EAPC x EAP — (23) =
3,191; p=0,004; EAPC x EAA — t(23) = 4,290; p < 0,001; EAC x EAP — (23) =-5,127; p < 0,001; EAC x EAA — 1(23)
=-2,387, p=10,026 ¢ EAP x EAA — 1(23) = 2,070; p = 0,050.
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situagdo de produto cartesiano pode se dever ao fato de que a mesma ¢ mais trabalhada
desde o inicio da escolarizagdo. Por sua vez, o baixo desempenho referente a combinagdo
reforga a existéncia de dificuldades de compreensdo dos invariantes desse tipo de situacdo
combinatdria (principalmente do invariante de ordem, sendo necessario perceber que a
mudanga de ordem na apresentacdo de elementos ndo constitui novas possibilidades).

No que diz respeito aos demais problemas probabilisticos propostos, sdo
apresentados, na Figura 5, os desempenhos médios referentes aos problemas de
correlagdo, aleatoriedade e de comparagdo de probabilidades diferentes®.

SN

4,5 31 3.2

Cco AL CPD

Figura 5. Desempenho médio nos problemas de correlagao, aleatoriedade e comparagao de probabilidades
diferentes (pontuagdo maxima 8 pontos por tipo problema). (Lima, 2018)

CO: somatorio dos problemas de correlagao; AL: somatério dos problemas de aleatoriedade;

CPD: somatério dos problemas de comparagéo de probabilidades diferentes.

Foram constatadas diferencas significativas de desempenho apenas ao se comparar
os problemas de correlagdo aos demais: CO x AL — t(23) = 3,725; p = 0,001; CO x
CPD — t(23) =2,397; p= 0,025 ¢ AL x CPD — t(23) =-0,081; p = 0,936. A influéncia
do tipo de problema probabilistico nos desempenhos apresentados reforga, assim, que
os diferentes invariantes das situacoes probabilisticas propostas ndo sdo igualmente
compreendidos pelos estudantes.

No que diz respeito a resolu¢do dos problemas combinatorios, no geral, os
participantes do presente estudo fizeram uso de representagoes/estratégias mais simples,
que surgem espontanecamente. Majoritariamente foi utilizada a enumeragdo oral: a
indicagdo de diferentes possibilidades referentes as sifuagées combinatorias em questdo,

©Nio foram constatadas diferengas significativas de desempenho nos problemas probabilisticos de correlagdo, aleatoriedade
e de comparagado de probabilidades diferentes referentes as diferentes situagdes combinatorias. Assim, sdo apresentados os
somatorios dos quatro problemas probabilisticos de cada tipo.
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sem registro escrito de cada uma delas. Por sua vez, a listagem escrita foi a segunda
representagdo simbolica/estratégia mais utilizada (com pouca frequéncia).

Destaca-se, assim, que os principais erros associados a tais problemas consistiram em
erros de listagem ndo sistematica (omissao de casos provocada pelo uso de listagem sem
sistematizagao) e erros de ordem (consideragdo de casos repetidos ou ndo consideragao de
possibilidades a partir da modificagdo de ordem de elementos quando necessario). Esses
sdo os principais tipos de erros frente a resolug@o de problemas combinatdrios também
apontados por Navarro-Pelayo, Batanero e Godino (1996).

E vélido destacar, ainda, que mesmo que o tipo de teste ndo tenha influenciado
quantitativamente os desempenhos, a ordem de apresentagdo dos problemas (resolver
os problemas combinatérios antes ou depois dos probabilisticos — dentre eles, os de
espacos amostrais) teve influéncia sobre as representagoes simbolicas/estratégias
utilizadas pelos participantes para resolver os problemas combinatdrios propostos. No
Teste 1 a enumeragdo oral foi amplamente utilizada (mais de 65% dos casos em todos
os problemas combinatorios)’. Por sua vez, os dados referentes ao Teste 2 apontam para
um resultado importante: mesmo que a enumeragdo oral tenha sido também muito
utilizada, uma grande parte dos estudantes que resolveram tal teste, tendeu a ndo revisitar
os problemas combinatdrios, isto €, por ja terem resolvidos os respectivos problemas
de espagos amostrais e, por ndo possuirem um repertorio de representacoes/estratégias
mais refinadas para melhorarem suas respostas, optaram por apenas repetir os resultados
anteriormente apontados. Essa auséncia de revisitagdo ocorreu em, aproximadamente,
25% dos casos no problema de produto cartesiano, 58% no problema de combinagdo,
42% no problema de permutagdo e 58% no problema de arranjo.

As revisitagdes propostas nos dois testes consistiram em ricos momentos de
reavaliacdo dos problemas, permitindo que os estudantes analisassem melhor os
invariantes de ordem ¢ de escolha considerados, conferissem se alguma possibilidade
ndo havia sido considerada ou se haviam casos repetidos. Proporcionou ainda que os
estudantes que haviam resolvido o Teste 1 (que utilizaram poucas vezes os registros
escritos) pudessem, a partir da revisitagdo com explicitacdo de espago amostral, registrar
¢ controlar os casos considerados ¢ aos estudantes que haviam resolvido o Teste 2
(produzindo de inicio tal listagem) revisitar os registros feitos ou fazer uso de novas
representagdes/estratégias para conferir suas respostas.

No que se refere aos problemas de correlagdo, aleatoriedade e de comparagdo de
probabilidades diferentes foi possivel perceber que as principais dificuldades apresentadas
pelos participantes estiveram pautadas em compreensdes superficiais da probabilidade,
evidenciadas a partir das justificativas que eram solicitadas nesses problemas. Assim, por
vezes, mesmo em problemas nos quais houve acertos, as justificativas apresentadas foram
inadequadas. Tal dificuldade foi observada principalmente nos problemas de aleatoriedade?®,

7 Aproximadamente 75% no problema de produto cartesiano, 75% no problema de combinagdo, 67% no problema de
permutagdo e 83% no problema de arranjo.

8 Percentual aproximado de acertos com justificativas inadequadas/ausentes: 20% nos problemas de correlagdo, 49%nos
problemas de aleatoriedade e 8% nos problemas de comparagao de probabilidades.
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nos quais o carater equiprovavel, necessario para que os eventos considerados tivessem a
mesma chance de ocorrer, ndo foi evidenciado nas justificativas. O problema probabilistico
no qual o maior percentual de erros foi apresentado foi o de comparagdo de probabilidades
diferentes (56%)°: esse baixo desempenho evidencia a nio consideragdo do carater
proporcional intrinseco aos problemas probabilisticos, isto €, uma ndo utilizagao do raciocinio
combinatdrio para comparar 0s respectivos espacos amostrais € nao apenas o nimero
absoluto de casos favoraveis — tal dificuldade foi também apontada em estudos anteriores
como o de Batista e Francisco (2015), o de Santos (2015) e o de Lima e Silva (2017).

A partir do desenvolvimento do presente estudo, foi possivel observar, ainda, relagdes
que se estabelecem entre o raciocinio combinatorio e o probabilistico. Em especial, no Teste
1, aexploragdo do espaco amostral proporcionou a descoberta de novas possibilidades nos
problemas combinatorios, visto que a revisitagdo e o registro escrito das possibilidades
referentes a esses problemas permitiram que os participantes avaliassem/modificassem as
representagoes simbolicas ¢ estratégias utilizadas, tendo a chance de refletir, também, sobre
os invariantes de ordem ¢ de escolha de cada tipo de situagdo combinatéria, reavaliando
e refinando as respostas dadas aos problemas. Por outro lado, apresentar uma maneira de
pensar propria do raciocinio combinatorio proporcionou o uso de uma abordagem mais
voltada a Matematica escolar durante a resolugdo dos problemas probabilisticos (Teste
2) e desprendida de preferéncias pessoais, visto que esses envolvem o levantamento de
possibilidades (sendo importante que todo o espagco amostral seja considerado para que as
probabilidades sejam avaliadas e/ou comparadas em problemas escolarizados).

Defende-se, assim, que a articulagdo entre o raciocinio combinatdrio e o
probabilistico pode beneficiar o desenvolvimento destes na EJA — dadas as contribuigdes
que surgem entre conhecimentos de Combinatoria e Probabilidade a partir da resolugao
de problemas que relacionem ambos os raciocinios.

CONSIDERACOES FINAIS

A partir do estudo exploratorio realizado as relagdes que se estabelecem entre os
conhecimentos de Combinatoéria ¢ Probabilidade foram investigadas com estudantes
da EJA. Constatou-se que a escolarizagdo influenciou o desempenho dos participantes,
tendo exercido efeito sobre o modo como os mesmos resolvem problemas, como pensam
hipoteticamente e levantam possibilidades, mesmo quando ndo ha foco no ensino
especifico de tais areas da Matematica. A escolarizag¢ao, por si s6, no entanto, ndo ¢
suficiente para o pleno desenvolvimento dos raciocinios em questao (Fischbein, 1975),
sendo importante que haja instrugao especifica que vise o contato com diferentes situagaoes,
isto ¢, com variados tipos de problemas, a compreensao de seus respectivos invariantes
e a ampliacdo do repertdrio de representagoes simbolicas e estratégias, inclusive a partir
da articulagdo entre Combinatdria ¢ Probabilidade.

° Percentual aproximado de erros: 33% nos problemas de correlagio, 37% nos problemas de aleatoriedade e 56% nos problemas
de comparagao de probabilidades diferentes.
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O tipo de teste, isto ¢, a ordem de apresentacdo dos problemas combinatdrios
e probabilisticos propostos, quantitativamente ndo influenciou os desempenhos
apresentados, mas teve papel importante na escolha das representagoes simbolicas
e estratégias, afetando também o potencial de contribuicdo ao desenvolvimento dos
raciocinios investigados a partir das revisitagcdes propostas. Tendo em vista o observado
em relag@o a tais contribui¢des, defende-se que o ensino de Combinatéria e Probabilidade
de maneira articulada pode favorecer o desenvolvimento de ambos os raciocinios na EJA
e, muito provavelmente, em outras modalidades de ensino.

Espera-se, com o presente estudo, contribuir para o levantamento de reflexdes
sobre o ensino da Combinatéria ¢ da Probabilidade e as possibilidades de articulagdes
entre elas (seja, ou ndo, na EJA). Estudos posteriores podem aprofundar a investigagdo
das relagdes entre tais raciocinios também no Ensino Regular, utilizando-se de diferentes
abordagens — sejam eles exploratorios ou interventivos. Além disso, ¢ importante que se
pesquise se e como tais relagdes estdo presentes em materiais que podem influenciar a
abordagem que o professor da a Combinatoria e a Probabilidade em sala de aula, como,
por exemplo, orientagdes curriculares e livros didaticos.
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