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RESUMO

Contexto: Obstaculos sdo encontrados durante pesquisas referentes a construgao
epistemologica de conceitos matematicos, contribuindo com a Didatica da Matematica por
meio de um estudo da sequéncia de Padovan. Objetivos: descrever elementos de um estudo
sistematico, fundamentado na Engenharia Didatica em conjunto com a Teoria das Situagdes
Didaticas, referente ao modelo de generalizagdo da sequéncia de Padovan, promovendo ainda
uma compreensio historico-evolutiva e, as suas propriedades matematicas. Design: apresenta os
dados mais representativos de uma investigagdo amparada pelos fundamentos de uma Engenharia
Didatica, utilizada como design de pesquisa, em associagdo com a Teoria das Situagdes Didaticas,
como metodologia de ensino. Ambiente e participantes: a pesquisa foi desenvolvida em 2019 e
aplicada no curso de Licenciatura em Matematica na disciplina de Historia da Matematica, com os
oito estudantes matriculados. Coleta e analise de dados: a valida¢ao dos dados ocorreu de forma
interna, devido ao curto periodo temporal da pesquisa. Resultados: descreve uma investigagao
em torno do objeto de estudo, denominado de sequéncia de Padovan, com enfoque no processo de
generalizagdo dessa sequéncia e de suas propriedades. Assim, sao elaboradas trés situagdes-problema
¢ analisadas com base nas metodologias de pesquisa e ensino assumidas, buscando examinar as
suas propriedades e o pensamento intuitivo do estudante, diante da inser¢do de uma concepgio
histoérica-epistemologica dessa investigagdo. Conclusdes: a pesquisa possibilita extrair repercussoes,
sugerir e promover roteiros de investigagdo visando a formagao de professores (inicial) no ambito
do ensino de Historia da Matematica.
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A Didactic Engineering in the Research Process of the Generalization of the
Padovan Sequence: An Experience in a Pre-Service Teacher Training Course

ABSTRACT

Background: Obstacles are found during the epistemological construction of mathematical
concepts research, aiming to contribute to the Didactics of Mathematics through a study of Padovan
sequence. Objectives: describe elements of a systematic study, based on Didactic Engineering in
conjunction with the Theory of Didactic Situations. I addition, referring to the generalization model
of Padovan sequence and promoting a historical-evolutionary understanding and its mathematical
properties. Design: it presents the most representative data of an investigation supported by the
foundations of Didactic Engineering research design, in association with the Theory of Didactic
Situations teaching methodology. Setting and Participants: the research was developed in 2019
and applied in a Pre-Service Mathematics Teacher Training Course in the History of Mathematics
discipline, with the eight students enrolled. Data collection and analysis: data validation
occurred internally due to the short period of the research. Results: it describes an investigation
around the object of study, the Padovan sequence, focusing on the generalization process of this
sequence and its properties. Thus, three problem situations are elaborated and analyzed based on
the assumed research and teaching methodologies, seeking to examine their properties and the
student’s intuitive thinking, before the insertion of a historical-epistemological conception of this
investigation. Conclusions: the research makes it possible to extract repercussions, suggest and
promote research scripts aiming at the formation of teachers (initial) in the context of the teaching
of History of Mathematics.

Keywords: Didactic Engineering; History of mathematics; generalization; Padovan sequence;
Theory of Didactic Situations.

INTRODUCAO

Atualmente, muitas sdo as pesquisas que investigam o ensino/aprendizagem
dos conceitos matematicos e a sua correspondente disposicao no plano pedagdgico,
contribuindo assim para a Didatica da Matematica (Oliveira & Alves, 2019). Ressalta-
se que muitos pesquisadores franceses consideram essa didatica como um campo
cientifico, com as metodologias alinhadas, possuindo o viés de estudar a dimensdo do
conhecimento matematico, através de sistemas didaticos associados a processos de ensino
e de aprendizagem (Artigue, 2015). Com isso, retinem-se ainda, inimeras investigacdes
referentes aos obstaculos existentes na sua construcdo epistemoldgica.

Diante do cenario indicado, foi realizado um levantamento em livros de Historia da
Matematica, trazendo a sequéncia de Fibonacci como contetido referente as sequéncias
lineares e recorrentes. Porém, essa sequéncia possui a sua relagdo de convergéncia como
sendo o nimero de ouro, onde este ¢ 0 nimero plastico sdo as duas unicas solugoes dos
numeros morficos (Ferreira, 2015; Spinadel & Buitrago, 2009). Feito isso, buscou-se
uma sequéncia em que apresentasse a sua relacdo de convergéncia relacionada ao niimero
plastico, descobrindo entdo a sequéncia de Padovan.
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Portanto, nesse contexto que ¢ realizamos um estudo sobre a evolucao histdrica e
investigativa da sequéncia de Padovan, transformando-a num contetido a ser ensinado.
Durante o processo de ensino dos conceitos matematicos referentes a esse objeto de estudo,
podem surgir alguns obstaculos, sendo superados através do processo de evolugdo dessa
sequéncia, com énfase na sua generalizagao.

Para tanto, sdo considerados os aspectos epistemologicos, cognitivos e didaticos,
visando estruturar este estudo investigativo, fundamentado na metodologia ou design de
pesquisa da Engenharia Didatica (ED) de Artigue (1988), em carater de complementaridade
a Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) de Brousseau (1976) em torno do contexto
histérico dos nimeros de Padovan.

Assim, ¢ apresentada a justificativa inicial para este trabalho, seguindo com as
analises prévias apoiada na (ED). Com base nisso, justifica-se a presente pesquisa
fundamentada na seguinte pergunta norteadora: como desenvolver situacdes didaticas
que oportunizem a investigagao sobre os nimeros de Padovan, de seus teoremas e de
suas propriedades, explorando ainda a sua representagdo matricial numa perspectiva
epistemolodgica, em relagdo a sua origem e evolugao histérica?

Assim, oferecendo as ferramentas necessarias para um aperfeigoamento das
praticas em sala de aula, pretende-se apresentar uma abordagem didatico-matematica
aos professores de Matematica em formacédo inicial. Visando, ainda, superar os
eventuais obstaculos, sdo tragados os objetivos gerais e especificos destacando os
elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica, fundamentados na (ED).
Temos entdo o objetivo geral da pesquisa, como sendo: descrever elementos de um
estudo sistematico, fundamentado na (ED) em conjunto com a (TSD), referente ao
modelo de generalizagdo da sequéncia numérica de Padovan, promovendo ainda
uma compreensdo historico-evolutiva e, também, explorando as suas propriedades
matematicas (Alves, 2015; 2017).

A partir do objetivo geral, foram tracados os objetivos especificos, a saber: 1)
investigar os teoremas e propriedades inerentes a generalizacdo das representagdes
matriciais, formula de Binet da sequéncia de Padovan; 2) explorar, através de situagdes de
ensino, o processo de generalizagdo da sequéncia de Padovan; 3) aplicar o desenvolvimento
histoérico-evolutivo da sequéncia de Padovan em relagdo ao seu processo de generalizagao,
através de situagdes-problema em sala de aula.

Ressalta-se que este trabalho ¢ um recorte da pesquisa realizada no Mestrado
Académico do Programa de Pos-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica
(PGECM) no Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do
Ceara (IFCE), fundamentada na metodologia de pesquisa (ED), em associagdo com a
metodologia de ensino (TSD). Vale salientar que, este artigo possui o parecer aprovado
no Comité de Etica em Pesquisa (CEP) (parecer: 3.314.835), sendo entdo elaboradas
situagOes didaticas estruturadas de ensino, motivando os estudantes a desenvolverem o
raciocinio intuitivo durante a compreenséo dos conceitos matematicos envolvidos.
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ANALISES PRELIMINARES

Baseada na (ED), as analises preliminares desta pesquisa foram divididas em duas
etapas, a saber: na primeira, realiza-se um sistematico levantamento bibliografico da
metodologia de pesquisa utilizada (ED), da metodologia de ensino TSD e do objeto de
estudo, que ¢ a sequéncia de Padovan; na segunda etapa, procede-se uma abordagem
didatico- metodologica sobre a sequéncia de Padovan, correlacionando-a com a sua
aplicacdo e o seu planejamento e desenvolvimento em sala de aula. Por exemplo,
Maschietto (2008) realizou uma analise das diferentes maneiras de utilizagdo de uma
determinada funcdo: local, pontual, global, ideia de retiddo local e modo de pensar. As
analises epistemologicas desenvolvidas propositaram compreender a linguagem utilizada
e mobilizada pelos sujeitos participantes do estudo, identificando o emprego de regras
matematicas.

Ao construir o referencial tedrico, realizaram-se aprofundamentos matematicos
sobre os numeros de Padovan para, posteriormente, desenvolver o processo historico-
evolutivo, enfatizando a generalizagdo dos seus termos iniciais ¢ dos coeficientes da
formula de recorréncia, com base nos trabalhos de: Vieira e Alves (2018; 2019), Seenukul
Seenukul, Netmanee, Panyakhun, Auiseekaen, ¢ Muangchan (2015), Sokhuma (2013),
Gulec e Taskara (2012), Spinadel e Buitrago (2009), Civciv e Turkmen (2008) e Stewart
(1996). Vale ressaltar que, o desenvolvimento da generalizagao da sequéncia de Padovan,
foi baseado nos trabalhos cientificos descritos e que, alguns dos conteidos matematicos
apresentados possuem um certo grau de ineditismo, uma vez que algumas propriedades
discutidas nesta pesquisa ndo foram encontradas na literatura cientifica até o presente
momento.

Por fim, andlises referente as metodologias (ED) e (TSD), foram executadas, com
o viés de investigar as situacdes de ensino, diante da vertente francesa da Didatica da
Matematica, ressaltando outras pesquisas desenvolvidas em um contexto similar a0 nosso:
Oliveira, Alves e Silva (2019), Vieira, Alves e Catarino (2019), Alves e Dias (2018),
Artigue (2018;2015; 2014; 1995; 1988), Oliveira (2018), Alves e Catarino (2017), Santos
(2017), Almouloud (2016; 2007), Perrin-Glorian e Bellemain (2016), Alves (2016; 2014),
Kidron (2014), Teixeira e Passos (2013), Margolinas (2012), Oliveira e Aratjo (2012),
Brousseau (2008; 2002; 2000; 1997; 1986; 1982; 1976), Laborde (1997).

Ainda na segunda etapa de analises preliminares, foram examinadas a matriz
curricular e ementas das disciplinas do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto
Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE), no ano de 2019, selecionado
por ofertar curso de formagao inicial para professores de Matematica. Sendo, portanto,
a mais adequada para esta pesquisa a disciplina de Historia da Matematica, por ser
obrigatdria no curso, por abranger assuntos inerentes ao conceito de numeros e o sistema
de numeragao, apresentar a biografia dos matematicos que contribuiram para o processo
histérico da matematica no Brasil e realizar um estudo histdrico de sequéncias numéricas
e recorrentes (Alves, 2015; Alves; Vieira; Catarino & Mangueira, 2020).
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Apesar do conteudo de sequéncias ser estudado na se¢ao que discute a Historia
da Matematica, este retrata apenas a sequéncia de Fibonacci, negligenciando um exame
sobre a sequéncia de Padovan. Pode-se notar ainda, que em nenhum dos livros adotados
na disciplina nessa institui¢do, apresentam os nimeros de Padovan, encontrando este
conteudo apenas na internet, através de artigos cientificos em matematica pura, publicados
em jornais nacionais e internacionais, revistas, entre outros.

ENGENHARIA DIDATICA

Visando o aperfeicoamento de determinadas praticas no sistema de ensino, surgiu
nos anos 80 na Franga, a (ED), desenvolvida para a compreensao de fenomenos derivados
do ensino e da aprendizagem em Matematica. Segundo Artigue (1988), essa metodologia
representa um trabalho comparavel ao de um engenheiro (/ ingénieur), em que necessita
apoiar-se em conhecimentos cientificos de seu dominio técnico, sendo ainda obrigado
a trabalhar com objetos mais complexos do que os depurados das Ciéncia. Com isso,
o docente assume o papel de um engenheiro, realizando planejamentos para que os
estudantes possam compreender determinados saberes cientificos.

Durante o seu surgimento, observaram-se alguns riscos referentes as transformagdes
de ensino, havendo indagagdes que o sistema ndo estava preparado para tal mudanca
substancial, tornando o papel do professor como objeto de estudo (Perrin-Glorian &
Bellemain, 2016). Porém, atualmente ¢ considerada uma importante metodologia de
pesquisa ou design investigativo, desenvolvendo um expediente de andlise e estudo do
comportamento dos estudantes e do professor, possuindo um interesse em modelizar as
atividades desses, durante o processo de aprendizagem.

Alves e Catarino (2017) afirmam ainda que, a (ED) possibilita o estudo dos
fendmenos que acontecem em sala de aula, desenvolvendo recursos para a formagao
do docente. Assim, permite-se analisar a importancia da atividade do professor e sua
acao de transposi¢do didatica (Chevallard, 1991) dos saberes cientificos. Esses estudos
desenvolvidos no campo da vertente francesa da Didatica da Matematica, em torno do
interesse do papel do professor, consideram as condigdes e experimentagdes cientificas
ocorridas em sala de aula (Artigue, 2018). Com origem nessas perspectivas, assumimos o
carater de relevancia para abordar o processo de generalizagdo da sequéncia de Padovan
com a metodologia de (ED) em associacdo com a (TSD) no curso de formagao inicial
de professores de matematica, dando énfase na atividade de formag@o e aprendizagem
do professor de Matematica.

Portanto, esta pesquisa adotou a metodologia da (ED), podendo ser apresentada
através de dois niveis de pesquisa, microengenharia e macroengenharia. Em que a
primeira, possui uma visdo mais limitada em relacdo aos fendmenos da sala de aula. Ja
a segunda, retrata uma visao mais global desses fenomenos. Diante de tal categorizagao,
este trabalho ¢ realizado com base em uma microengenharia, desenvolvendo uma (ED),
objetivando o ensino e a generalizacdo da sequéncia de Padovan. Esse nivel de pesquisa
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¢ considerado complexo, uma vez que os fatos e fendmenos vistos e registrados em sala
de aula “ndo sdo faceis de se desenvolver na pratica” (Artigue, 1995, p. 36).

Estudando a relac@o entre a teoria ¢ a pratica, esta metodologia ¢ dividida entdo em
quatro fases classicas: analises preliminares, concepgao e analise a priori, experimentagdo
e analise a posteriori ¢ a validag@o interna e validag@o externa (Laborde, 1997). Alves
(2014) considera ainda que a aplicagdo das fases da (ED) ¢ indispensavel para o processo
de investigagdo e interpretagdo dos dados. Na analise preliminar, com a identificagdo
dos problemas relevantes de ensino ¢ aprendizagem, ¢ realizado um levantamento
bibliografico em torno do tema a ser investigado. De acordo com Artigue (1995), esta
etapa ¢ analisada em trés dimensdes: em relagdo a epistemologia, comparando-a com
um jogo; cognicao, sendo entdo relacionada com as caracteristicas dos estudantes em
analise; ¢ a didatica, referente ao sistema de ensino. Ressalta-se que esta fase (de analise
preliminar) foi introduzida na se¢do anterior, compreendendo investiga¢des na literatura
inerente ¢ a sobre a sequéncia de Padovan.

Na segunda etapa, a concepgao e andlise a priori envolve o momento onde sdo
escolhidas as variaveis, podendo ser de natureza macrodidaticas ou microdidaticas, das
quais serao discutidas mais adiante, durante a concepgao das situacdes didaticas produzidas
em nosso estudo. Apds a escolha das variaveis didaticas, o professor-pesquisador devera
entdo construir as situagdes-problema de acordo com o campo epistémico-matematico
desenvolvido, para entdo serem aplicadas posteriormente com os estudantes, visando
alcangar o objetivo da pesquisa. Almouloud (2007) afirma ainda que:

A andlise a priori ¢ importantissima, pois de sua qualidade depende o sucesso
da situag@o-problema; além disso, ela permite, ao professor, poder controlar a
realizacdo das atividades dos alunos, e, também, identificar e compreender os fatos
observados. Assim, as conjecturas que vao aparecer poderdo ser consideradas, e
algumas poderdo ser objeto de um debate cientifico (Almouloud, 2007, p.176).

Na terceira fase, a experimentagao, ¢ 0 momento onde sao aplicadas as situagdes-
problema desenvolvidas na fase anterior. Artigue (2015) comenta ainda durante esta
fase, os pesquisadores serdo observadores, podendo ainda realizar adapta¢des do design
da aplicag@o, principalmente quando a (ED) ndo esta evoluindo conforme o planejado,
devendo essas serem documentadas e justificadas para que sejam levadas em consideragao
quando ocorrer a analise a posteriori ao final.

Nesse momento deve ser estabelecido o contrato didatico, onde o docente € o
estudante assumem as suas respectivas responsabilidades, sendo este, portanto, os
comportamentos esperados dos estudantes pelos professores e vice-versa. Deve-se haver
ainda um acordo entre o professor e os estudantes, durante as situagdes didaticas de ensino
ocorridas em sala de aula (Brousseau, 1986). Ressalta-se que nem sempre esse contrato
didatico ¢ consolidado, uma vez que existem casos em que os estudantes nao possuem
interesse pelas atividades propostas, ocorrendo uma ruptura do contrato. Por outro lado,
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desde que consideramos um grupo de professores em formagao inicial, prevemos a ndo
ocorréncia de rupturas, tendo em vista o interesse dos sujeitos pelo ensino no contexto
historico.

Por fim, a ultima fase da ED, na andlise a posteriori e na validagao, os dados
coletados durante a experimentagdo sdo analisados, sendo registrados através de fotos,
gravagdes de audios, escritas, entre outros. E entdo realizada uma comparagdo desses
dados com as definigdes estabelecidas na analise a priori, validando as hipoteses
assumidas durante a investigagdo, através de dois tipos de validag@o: interna e externa.
A primeira envolve uma analise somente dos estudantes que participaram da pesquisa,
enquanto a segunda analisa ndo s6 os participantes da pesquisa, como também os que ndo
participaram da sequéncia didatica, dependendo também da quantidade de participantes
(Laborde, 1997). Artigue (2014), afirma ainda que a validagdo das hipoteses formuladas
pode ocasionar em uma coleta de dados complementares aos dados ja coletados durante a
fase da experimentagao, uma vez que € necessario que haja uma apreciagéo dos resultados
durante o processo de aprendizagem. Com isso, os registros dos dados devem ser feitos
de maneira minuciosa, detalhando e registrando todos os processos realizados pelos
estudantes em sala de aula, no momento de suas resolugdes.

TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Durante a fase da experimentagdo da (ED), momento em que sdo aplicadas as
sequéncias de ensino, necessita-se que essas sejam fundamentadas em situagdes didaticas
estruturadas de ensino, sendo portanto direcionadas ao processo de ensino e aprendizagem.
A vista disso, destaca-se a (TSD), desenvolvida por Brousseau, como sendo uma classica
teoria da vertente francesa da Didatica da Matematica, cujo um dos objetivos principais
envolve a modelizagdo de saberes. (Santos, 2017).

Sua ocorréncia na Franga, na década de 60, essa metodologia foi desenvolvida diante
de uma analise da transi¢do entre a escola secundaria e o locus universitario. Assim, 0s
pesquisadores franceses realizaram um estudo referente a abordagem de ensino da area
de Matematica, considerando as praticas socioculturais e institucionais (Kidron, 2014).
Com isso, Brousseau (2000) afirma que:

Trata-se de construir um modelo de situa¢des usadas para introduzir ou ensinar
nogdes matematicas (e critica-las), além de imaginar outras mais apropriadas. Ao
colocar os problemas desta maneira, ¢ possivel analisé-los, de modo particular o
seu calculo, juntamente com os argumentos da organizagdo l6gico-matematica do
conhecimento, argumentos econdmicos ¢ ergondmicos. Mas também, ¢ possivel
considerar outras restrigdes, em particular, aquelas que podem aparecer como
conclusdes de obras da psicologia ou sociologia, com a condigdo de torna-los
funcionais, ou seja, de especificar como eles intervém efetivamente (Brousseau,
2000, p. 11, tradug@o nossa).
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Com isso, essa metodologia tem como caracteristica, a elaboracdo de um conjunto
de situagdes estruturadas, que serdo aplicadas em sala de aula, visando investigar o
comportamento dos estudantes durante a resolugao dos problemas propostos. Almouloud
(2007) destaca ainda, que nessa metodologia de ensino, os professores, alunos e o meio
(milieu) sdo elementos indispensaveis para que exista a relacao de ensino e aprendizagem.
Representada através do tridangulo didatico, essa triade (ver Figura 1), tem o meio como
o principal elemento, permitindo a evolu¢ao do conhecimento.

Figura 1
Tridngulo didético. (Oliveira & Aratjo, 2012, p. 214)

Saber

Epistemologia do
professor

A relagdo do aluno
com o saber

Professor & »b Aluno
Relagdo pedagdgica

E com base nessa triade ou “trindmio classico”, que sdo realizadas as trocas de
informacgdes e o debate cientifico, através de uma linguagem matematica e codificada,
analisando o comportamento dos estudantes. Oliveira e Aratjo (2012), consideram
ainda que o sujeito deve aprender de acordo com a adaptagdo do meio, existindo assim
dificuldades a serem superadas durante as situagdes.

Uma situagao, segundo Brousseau (2008) ¢ “um modelo de interagdo de um sujeito
com um meio determinado, reunindo as circunstancias nas quais uma pessoa se encontra
e as relagdes que a unem ao milieu”. Essas situagoes sdo elaboradas como uma espécie de
jogo, onde o aluno é motivado a participar do processo de aprendizagem, desenvolvendo
o seu proprio dominio e controle do jogo, conhecida como situacdes didaticas, a qual
sera utilizada nessa pesquisa. Porém, pode-se ainda existir uma outra situagdo, em que
o estudante possui uma estratégia basica para assumir o conhecimento, proporcionando
condi¢des necessarias para adquirir o novo saber, sendo chamada de situacdo adidatica.
Estabelecida a nogao de situacao, o docente - pesquisador devera analisar os elementos
existentes nas etapas didaticas de ensino, com base em suas fases: a¢ao, formulagio,
validacdo e institucionalizagdo (Brousseau, 1986). Uma situa¢do de acdo, segundo
Brousseau (2002):

A sequéncia de ‘situagdes de agdo’ constitui o processo pelo qual o aluno elabora
estratégias, ou seja, ‘ensina a si mesmo’ um método de resolver seu problema. Essa
sucessao de interagdes entre o aluno e o meio, constitui a dialética da acdo. Usamos a
palavra ‘dialética’ em vez da palavra ‘interacdo’ porque, por um lado, o aluno é capaz de
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antecipar os resultados de suas escolhas e, por outro lado, suas estratégias sdo, de certa
forma, proposi¢des validadas ou invalidadas pela experimentacdo em uma espécie de
didlogo com a situacao (Brousseau, 2002, p. 9, traducao nossa).

Nesse momento o estudante se depara com uma atividade proposta e busca em
seus conhecimentos prévios, resolugdes tacitas para uma situagdo - problema. Esse
resultado obtido, ndo necessita seguir regras, pois poderdo reajusta-los e corrigi-los
posteriormente. Além disso, nessa fase dialética ndo existe a intervengéo do docente. Alves
(2016) considera essa fase como 0 momento em que o aluno se empenha para resolver a
atividade proposta, produzindo um conhecimento especifico, de uma natureza preliminar
operacional. Em seguida, visando o emprego adequado de um sistema de simbolos, na
situagdo de formulag@o, Vieira, Alves e Catarino (2019) resumem da seguinte forma:

Pode-se resumir que durante esta situagdo, os discentes irdo transformar as ideias
obtidas durante a situagdo da agdo, e transforma-las em uma linguagem mais
adequada, visando realizar conjecturas, teoremas ¢ propriedades do assunto
matematico (Vieira, Alves & Catarino, 2019, p. 268).

Durante esta etapa, o estudante apresenta uma linguagem mais formal e mais
elaborada, formalizando as suas tentativas de resolucdes desenvolvidas na fase anterior,
para que, posteriormente esse argumento possa ser validado. Partindo do principio de que
o0 raciocinio ¢ um experimento, temos que evoluir em cada uma das fases dessa teoria,
aplicando assim as informagdes obtidas anteriormente.

Situacao de validag@o, Oliveira, Alves e Silva (2019) reconhecem que:

Tem-se a validag@o, na qual as conjecturas elaboradas sdo verificadas a fim refuta-
las ou valida-las. Para isso, o aluno passa a apresentar uma linguagem mais tedrica
e formal, fazendo uso de propriedades e métodos de demonstragdes matematicas
(Oliveira, Alves & Silva, 2019, p.4).

Na validagao, os estudantes irdo utilizar métodos matematicos para demonstrar a
validade das suas resolugdes, apropriando-se de uma linguagem mais formal e cientifica,
convencendo os interlocutores de seus argumentos. O objetivo dessa etapa ¢ validar/
confirmar as formulagdes realizadas durante as fases antecedentes de de a¢do e formulagao,
com a intencdo de concluir o debate cientifico entre os estudantes (Alves & Dias, 2018).
Situacao de institucionalizagdo, Brousseau (1997)

O objetivo dos diferentes tipos de situagdes, cuja devolugdo nds abordamos,
¢ que o proprio aluno dé sentido as pecas de conhecimento que ele manipula,
combinando esses diferentes componentes, dando sentido ao conhecimento
adquirido. (Brousseau, 1997, p.235, traducdo nossa).

Acta Sci. (Canoas), 22(6), 109-136, Nov./Dez. 2020 117



Teixeira e Passos (2013) relatam que, nesta fase o professor reassume a
responsabilidade da pratica, que até entdo estava cedida aos estudantes, verificando
as producdes desenvolvidas pelos alunos, formalizando o objeto de estudo, revelando
a sua intencdo e, explicitando a sua fun¢do. Nessa ultima etapa, o professor assume
novamente a situagdo, identificando e reconhecendo o saber construido nas demais
etapas discutidas. As resolugdes sdo conferidas, e ¢ entdo revelada a real intengdo da
atividade proposta, avaliando a passagem do conhecimento (connaissances) e do saber
cientifico (savoir scientifique). Margolinas (2012) difere o saber e o conhecimento, como
sendo um ponto fundamental da Didatica da Matematica. Assim, ela relata que o saber
¢ o equilibrio alcangado entre o sujeito e o local da aplicac@o, incluindo uma série de
fatores, tais como: conhecimento corporal, conhecimento de agdo, de interacao, entre
outros. Ja o conhecimento, ¢ considerado como uma construgao social e cultural, sendo
entdo descontextualizado, formalizado, memorizado, correspondendo a natureza textual.
Temos, com isso, na Figura 2, o processo de devolugao do saber e do conhecimento, ndo
sendo considerado de forma trivial durante a intengdo de ensinar. Com isso, o professor
- pesquisador deve propor aos estudantes as situagcdes de ensino, permitindo buscar
conhecimentos correspondente ao saber (/e savoir mathematique) ja existente.

Figura 2

Modificagbes envolvendo o saber (le savoir) e conhecimento (connaissance) matematico previsto pela (TSD).
(Margolinas, 2012, p. 8)

Institution
Savoir

Processus Processus
de d'institution-
dévolution nalisation

Connaissance

Sitwotion

Contudo, destaca-se ainda que a (TSD) serve como base para a concepgdo e
proposicdo das situa¢des-problema que serdo elaboradas, formando uma realizagdo
didatica e estimulando o conhecimento dos estudantes e da construgdo do saber. Esse
processo dar-se-a de uma forma ndo visivel, onde as respostas ndo sdo obtidas de forma
facil. Por fim, vale ressaltar que ¢ necessario comparar os resultados e as condi¢des de
sala de aula, as quais os dados foram coletados, visando uma eventual replicagdo da
pesquisa. Com isso, existe a possibilidade de replicar o trabalho para a area de ensino de
Matematica, de acordo com uma ag¢do planejada pelo docente (Alves, 2016).

A seguir, ¢ entdo iniciado ¢ demarcado um campo epistémico-matematico de
interesse, referente a sequéncia de Padovan, com énfase no processo de generalizagio
desses numeros. Assim, sao apresentados alguns teoremas e propriedades, bem como
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um breve historico dessa sequéncia numérica, para posteriormente serem elaboradas as
situagdes de ensino.

CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO

Com o intuito de investigar o processo de generalizagdo da sequéncia de Padovan,
enfatizando a generalizagdo dos termos iniciais e dos seus coeficientes, estudos com
base nos levantamentos bibliograficos sdo realizados. Assim, considerada parente da
sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Padovan ¢ uma sequéncia linear e recorrente de
numeros inteiros, a qual o seu nome foi atribuido ao arquiteto italiano Richard Padovan,
nascido na cidade de Padua no ano de 1935 (Stewart, 1996). O matematico francés Gerard
Cordonnier (1907-1977) também contribuiu para o estudo dessa sequéncia, descobrindo o
numero radiante ou niimero plastico. Com isso, essa sequéncia também ¢ conhecida como
sequéncia de Cordonnier, possuindo a sua férmula de recorréncia P, =P, , + P, ,,n=3,Vnell
e com £ =F =P, =1. O seu polindmio caracteristico ¢ dado pela seguinte equacdo
x*—x-1=0, possuindo trés raizes, uma sendo real e duas complexas e conjugadas.

Ao contrario dos numeros de Fibonacci, em que possui a sua génese na problematica
reprodugdo dos coelhos imortais (Singh, 1985; Stakov, 2009), os nimeros de Padovan
ndo possuem uma situagdo-problema inicial. Contudo, durante o seu processo de
desenvolvimento historico e matematico, pode-se perceber uma evolucao dessa sequéncia,
surgindo formas de representagdes matriciais de sua generalizagdo, registradas em
trabalhos recentes e outras ainda nao registradas.

No trabalho de Spinadel e Buitrago (2009), é realizado um estudo sobre a
convergéncia entre os termos vizinhos e a sua relagdo com o niimero plastico. Sokhuma
(2013) e Seenukul et al. (2015), desenvolveram algumas propriedades da forma matricial
da sequéncia de Padovan. Por sua vez, Vieira e Alves (2018), definem uma generalizagdo
para os valores iniciais da sequéncia, denominando-a de Padovan Afim. Por fim, Gulec e
Taskara (2012) e Turkmen (2008), generalizam os coeficientes de uma outra sequéncia
linear e recorrente, porém neste trabalho, é entdo apresentado o mesmo raciocinio analitico
para a sequéncia de Padovan, em sua forma matricial.

Propriedade 1. A relagdo de convergéncia entre os termos vizinhos de Padovan ¢
(Spinadel & Buitrago, 2009):

P
lim 1 ~ 1,32 =
n—o Pn bt

Teorema 1. A formula de Binet da sequéncia de Padovan ¢ dada por:
P(n)= A(x,)" + B(x,)" + C(x,)"

em que nell,x,x,,x,s80 as raizes do polindmio caracteristico ¢ sendo os seus
(xz — 1)(x3 -1 B= (xl _1)(x3 =1) C= (xl — 1)(x2 =1) .
(X = x,)(x; — x3) (x; =x)(x; —x3) (x5 —x)(x; —x,)

respectivos coeficientes 4=
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Teorema 2. A matriz geradora da sequéncia de Padovan, ¢ dada por (Sokhuma,
2013; Seenukul et al., 2015):

010 k., B, B,
ParaQ=|1 0 1| tem-se@"=|LB,., F,_, P, | paratodonz3.
1 0 0 Yl B i

Defini¢ao 1. A sequéncia de Padovan Afim ¢é definida por (Vieira & Alves,
2018):

Pn=Pn—2+Pn—3,
nz3,VnelecomP, =a,, P =a,P,=a,emqued,,a,,a, €.

Teorema 3. A matriz geradora da sequéncia de Padovan Afim, com w sendo o vetor
de inicializagdo e » € [1, ¢ dada por (Vieira & Alves, 2018):

n

01 0
Wan[az a ao]I 0 1 =[Rﬂ+2 B Rf]’n>0'
1 00

Teorema 4. A formula de Binet da sequéncia de Padovan Afim ¢ dada por (Vieira
& Alves, 2018):

P(n) = A(x)" + B(x,)" + C(xy)",

emque n €1, x,,x,, x,580 as raizes do polindmio caracteristico e sendo os seus respectivos

coeficientes A4 = a4, —ax, —aX; T A X, B= a, —a;xX; — a\X; + a;X,x, = a, —ax, —ax, + a,x,x,
(xl X% )(xl - xz) (xz - x1)(xz _xz) (xz % )(xz _xz)

Defini¢do 2. Para s, 5,& [, a sequéncia (5, S,)-Padovan, representada por P, (S,, S,)
com n >3 e n ], é definida pela recorréncia:

'PV‘(H:Sz) = SIB?_Z(SL:Sﬁ + SZRT_}(%::;)’
com os valores iniciais Fy, ., = B, ., =Py, ,, =1 Paraefeito de notagdo, utiliza-

se P, =B

n(s;.5)  n

Teorema 5. A matriz geradora da sequéncia (S, 5,)-Padovan, para n=1le nell, é
dada por:

n

0

10
vO"=[1 1 1]|s, 0 1| =[B,, B
00

n+l

Bn]a

n+2

S')

em que v representa o vetor linha com os valores iniciais da sequéncia de Padovan.

Visando realizar uma transposi¢ao didatica desses conteudos matematicos, foram
selecionadas algumas propriedades para serem exploradas em situagdes de ensino,
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oportunizando aos estudantes uma compreensao dessas relagdes e investigando seu o
pensamento intuitivo. Diante disso, as situacdes didaticas propostas, sdo analisadas e
discutidas com referéncia na (TSD).

CONCEPCAO DAS SITUACOES DIDATICAS

A concepcao da situagdo didatica presente neste trabalho, apresenta-se como um
processo de generalizagdo da sequéncia de Padovan transformando-o num contetido a
ser ensinado em sala de aula, uma vez que o campo epistémico-matematico desenvolvido
nessa pesquisa, ¢ discutido apenas em cursos de Matematica Pura. Contudo, para
investigar e explorar os teoremas e propriedades matematicos, ¢ entdo elaborada uma
hipotese didatica referente ao objeto matematico em estudo, fundamentado na (ED) com
enfoque na (TSD), isolando certas nogdes e propriedades matematicas transpondo-o para
um contexto existente em sala de aula. Esse fato, ¢ definido, segundo os epistemologos,
como uma transposicao didatica (Brousseau, 1997; 2002).

Assim, durante a concep¢ao das situagdes didaticas, as variaveis sdo definidas,
podendo ser microdidaticas ou macrodidaticas. A primeira, prever o comportamento
dos estudantes e os possiveis obstaculos que podem ser encontrados durante a situagao
didatica. A segunda, as escolhas da pesquisa sao direcionadas de acordo com a estrutura
geral da (ED) (Santos & Alves, 2017). Com isso, nesta pesquisa ¢ entao utilizada a variavel
microdidatica, para que ocorra uma relagdo entre o conteudo matematico referente a
sequéncia em estudo, com as situagdes-problema propostas. Uma situacdo-problema
consta de uma questdo discursiva, apresentando os seus enunciados de forma clara e
objetiva, utilizando o objetivo matematico implicito, para que seja alcangado durante a
sua resolucao (Almouloud, 2016). A escolha dos teoremas e propriedades, exigem pouco
conhecimento matematico dos estudantes, visto que as suas demonstragoes sao realizadas
por meio de passos indutivos.

ANALISE 4 PRIORI DAS SITUACOES DIDATICAS

Visando prever o possivel comportamento dos estudantes em cada uma das fases
previstas pela (TSD), foi realizada uma agdo descritiva e preditiva, levantando algumas
hipéteses didaticas de acordo com as situagdes-problema, sendo, portanto, caracterizada
como uma analise preliminar. Nesse sentido, o lado cognitivo do aluno ¢ entao estimulado,
para que seja desenvolvido um conhecimento matematico teorico, diante das fases de
acao, formulagio e validagdo fundamentadas na metodologia de ensino da (TSD) (Oliveira
& Alves, 2019).

Para explorar o processo de generalizacdo da sequéncia de Padovan, foram
elaboradas trés situacdes-problema de acordo com as definigdes e propriedades estudadas
no campo epistémico-matematico. Com isso, sera investigado esse processo em torno
desses niimeros originados da recorréncia, relacionando-os com outros contetidos
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matematicos elementares (matrizes, sistemas, equagoes etc.) e relacionados com a
atividade do professor de Matematica, visando elaborar um plano de acdo para atender
os objetivos assumidos na pesquisa.

Situacao-problema 1: Seguindo a mesma perspectiva de evolucdo do contetido
matematico, serdo desenvolvidos estudos em relagdo a novas propriedades de sequéncias
com caracteristicas semelhantes a sequéncia de Padovan. Assim, denominada por Vieira
¢ Alves (2018) de Padovan Afim, temos os seguintes termos dessa sequéncia: a,, a,, a,,
a,*a, a,+a, .. utilizando a matriz geradora base de Seenukul et al. (2015) e Sokhuma
(2013), como podemos obter os termos dessa sequéncia, através dessa matriz?

Nessa primeira situagdo-problema, no momento da a¢do, deve-se buscar a férmula
de recorréncia dessa sequéncia, para posteriormente obter a sua forma matriz. Durante
a formulagdo, os estudantes deverdo ter em mente a matriz geradora de Seenukul et
al. (2015) e Sokhuma (2013), e a sua regra de construgdo, criando assim um vetor de
inicializacdo, contendo esses valores iniciais. Assim, esse vetor devera ser multiplicado
a esquerda da matriz geradora, construindo o Teorema

n

01 0
3aWQ”=[a2 a, ao]l 0 1 :[}Dn+2 P, PH]:n>0.Navalidagéo,deve-se
1 0 0

realizar a demonstragdo através do principio da indugio finita, comprovando a validade
da matriz geradora.

Na ultima fase, na institucionalizagdo, o professor reassume a situacdo didatica
e confere as resolugdes dos estudantes, discutindo a importancia da utilizacdo da
matriz geradora para a sequéncia de Padovan Afim, onde os seus termos iniciais sdo
generalizados.

Situag¢ao-problema 2: Podemos entdo escrever uma fungdo em que seja possivel
encontrar os termos dessa sequéncia, denominada de Padovan Afim, sem a necessidade
de conhecer os seus termos anteriores? (Formula de Binet).

Durante a resolugdo dessa situagdo-problema, na a¢do, os estudantes deverao basear-
se na formula de Binet geral, em que f(n) = Ax," + Bx,” +...+ Zx_", onde 4, B, ..., Z 330 0s
coeficientes da formula de Binet € x,, x,, ..., x, sdo as raizes do polindmio caracteristico
da sequéncia. A formulagdo, inicia-se com a construgdo do sistema de equagdes lineares,
inserindo os valores iniciais dessa sequéncia, os seguintes termos P, =a,, P, =a,, P,=a,.

Na fase da validagdo, deve-se resolver o sistema de equagdes e obter a formula

a, —a,x, —a,x, +a,x,Xx. a, —a, X, —a, X, +a,x,x
P(n)= Ax" + Bx," + Cx,"com 4 =2 172 173 023,B= 2 1™ 173 013,
(xl - )(x1 _xs) (xz _x1)(xz _xz)
a, —a,X, —ayx, + a X, X, , ~ , -
C=——7"——"=—""=com X, X,, X;as ralzes da €quagao caracteristica, € n € 0.

(xz - )(xz - xz)
Finalizando a tltima fase da (TSD), a institucionalizagao, o professor devera formalizar
essa situagdo, relatando a existéncia da representagdo dessa formula para a sequéncia de
Padovan Afim.
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Situacao-problema 3: Baseado em trabalhos de Gulec e Taskara (2012) e Civciv e
Turkmen (2008) e, de acordo com a Tabela 1, sdo representados os termos da sequéncia
(S, S,) - Padovan. Com isso, verifique se existe alguma relacdo dessa tabela com os
termos (1,1,1,2,2,3,4,...). Caso exista, explique-a detalhadamente e determine alguns
termos dessa sequéncia.

Tabela 1
Termos da sequéncia (S,, S,)-Padovan. (Elaborado pelos autores)

N B, (s,:s,)
0 1

1 1

2 1

3 s, *s,

4 s, +s,

5 s,(s,+s,)+s,

E possivel obtermos uma matriz geradora para esta sequéncia estudada? Se sim,
demonstre-a.

De acordo com a Tabela 1, os estudantes deverao relacionar esses nimeros com a
sequéncia de Padovan, durante a fase da acdo, estabelecendo arelagdo B, = 5,B,_, +s5,B,_,n >3
,com s, s, €[ e apresentando os valores iniciais B, = B, = B, = 1, generalizando assim os
coeficientes da formula de recorréncia da sequéncia de Padovan. Dando continuidade a
esse processo de generalizacdo, temos que na formulacdo, deve-se entdo obter a matriz
geradora com base nas matrizes estudadas anteriormente por Seenukul et al. (2015) e
Sokhuma (2013) e, na obtencdo da matriz da sequéncia de Padovan Afim (Situagao-
problema 1). Contudo, tem-se que na primeira coluna da matriz, ¢ construido o operador,
trazendo consigo os coeficientes da formula de recorréncia da sequéncia. As demais linhas
e colunas, permanecem de modo similar 4 matriz de Padovan estudada. E necessario
que seja inserido um vetor com os valores de inicializagao da sequéncia, sendo portanto,
multiplicado a esquerda da matriz, de modo similar a situacdo-problema 1. Finalizando esta

010
fase, os estudantes deverdo obter a seguinte matriz[1 1 1]|s, 0 1|=[B B, B], em que ao
s, 00
0o 1 of
ser elevada a n-ésima poténcia, tem-se que [t 1 1]|s, 0 1| =[B., B, B].
s, 0 0

2

Na validag@o, deve-se demonstrar por indugdo matematica, a matriz geradora
encontrada, validando assim o teorema matematico formulado nessa atividade proposta.
Por fim, na institucionalizacdo, o docente devera explicitar a construgdo de uma matriz
geradora de uma sequéncia linear e recorrente, além do vetor de inicializag¢do. Diante de
uma perspectiva de evolugdo do conhecimento, segundo a (TSD), mostra-se um modelo
de generalizacdo da sequéncia de Padovan, provindo da compreensdo dos estudantes em
torno dos conteudos abordados.
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EXPERIMENTACAO

Na terceira fase da (ED) de experimentagao, segundo Lopes, Palma e Sa (2018):

inicialmente ¢ constituida pelo periodo de aplicacdo e experimentacdo das
atividades anteriormente planejadas, colhendo dados sobre a investigacdo. Em
um segundo momento, refere-se a andlise dos resultados que serdo obtidos na
investigacdo. Esta fase baseia-se na analise do conjunto dos dados obtidos na
experimentacdo durante as sessdes de ensino, assim como produgdes dentro ou
fora de sala (Lopes, Palma & S4, 2018, p. 164).

E nesse momento em que ocorre a aplicacdo das atividades elaboradas, porém
a ED deixa livre a maneira como esses dados serdo coletados e analisados, sentindo a
necessidade de utilizar uma metodologia de ensino. Apods estudos realizados com base
nos trabalhos de Brousseau (2008, 1986, 1976), foi entdo selecionada a (TSD) como
a metodologia de ensino para esta pesquisa, pelo fato de instigar o lado intuitivo do
estudante.

Portanto, esta fase aconteceu no Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia
do Ceara (IFCE), campus Fortaleza, no ano de 2019, durante a disciplina de Historia
da Matematica do curso de Licenciatura em Matematica, contendo oito estudantes
(professores) que estavam matriculados na disciplina, dos quais se propuseram a participar
da presente pesquisa. A aplicagdo aconteceu através de trés situagdes-problema, discutidas
e resolvidas em grupos, elaborando estratégias de resolugdes, sendo, portanto, descritas
em papéis e/ou quadro branco. Ressalta-se que a elaboracdo ¢ a analise dessas atividades,
foram fundamentadas na (TSD), realizando registros fotograficos e de gravacdes de
audios durante as produgdes sincronas ¢ atividades dos sujeitos (professores em formacéo
inicial).

ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO INTERNA

Durante a aplicacao, Almouloud (2007) afirma que pode haver a necessidade de
possiveis correcdes e ajustes, considerando os elementos mais relevantes durante o processo
de experimentacdo. Apos isso, ocorre a analise a posteriori, avaliando e analisando os
resultados que sdo obtidos, para que ocorra uma contribuicdo de conhecimento didatico
durante a transmissao do conteudo. Contudo, concluindo essa analise, ocorre entdo a
validacdo dos elementos na fase de experimentacdo da (ED), realizando uma comparagao
com os resultados discutidos pelos estudantes, além de argumentar a evolucao ou ndo
da engenharia nessa pesquisa. As situagdes-problema que serdo analisadas a seguir, sao
examinadas diante de uma varidvel microdidatica, visto que sdo referentes a organizagao
de uma fase da experimentacao, como prevista por uma (ED) (Almouloud, 2016).
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Com o desenvolvimento das situacdes didaticas, diante das atividades propostas,
ocorreu a validagao desta pesquisa. Com o objetivo de motivar o lado investigativo dos
estudantes, induzindo-os a resolver os problemas apresentados, através de um contrato
didatico. As trés situagdes-problemas proporcionaram o entendimento e compreensao
dos contetidos referentes ao processo de generalizagdo da sequéncia de Padovan, de
acordo com as varidveis didaticas. Essas variaveis sdo entdo selecionadas de acordo com
a maneira como as questdes sao propostas.

Dando inicio a esse processo, temos a forma matricial da sequéncia de Padovan
Afim, generalizando os termos iniciais da sequéncia. Seguindo o raciocinio, ¢ entdo
analisada a formula fechada para os termos de Padovan Afim, conhecida como formula
de Binet. Por fim, é ento estudada a forma matricial da sequéncia, com a generalizagdo
dos coeficientes da formula de recorréncia. Ressalta-se que durante a fase de validagdo
da (TSD), o método indutivo foi utilizado para validar os teoremas e propriedades, por
ser um método de demonstragdo conhecido pela turma analisada.

Dando inicio a aplicagdo dos dados, iniciamos com a distribuicdo de uma lista
de exercicios para os estudantes, além de orienta-los que realizassem interagdes entre
si. Essas atividades sdo, portanto, examinadas e discutidas no momento da resolugdo,
formulando argumentos, visando o seu exame posterior, sendo entdo registradas por meio
de gravagdes e fotos (Oliveira, 2018).

Na situagdo-problema 1, o objetivo geral ¢ obter a forma matricial da sequéncia de
Padovan Afim, a partir da matriz geradora de sequéncia de Padovan, definida por Seenukul
etal. (2015) e Sokhuma (2013), oferecendo aos estudantes, uma base matematica, para que
seja possivel resolver a atividade proposta. Durante a coleta de dados, foram observadas,
algumas dificuldades para criar o vetor com os termos iniciais da sequéncia. Porém, com
aajuda dos demais colegas durante as discussdes, foi possivel estabelecer esse raciocinio
e resolver a questdo.

Na Figura 3, ¢ possivel perceber a fase da agao acontecendo, no momento em que os
estudantes conseguem compreender que a formula de recorréncia sera a mesma, possuindo
somente os termos iniciais diferentes, logo: P, =P, , + P, ,,P, =a,,F, =a,,P, =a,¢ n>3,nell.
Percebe-se na Figura 3, que o Aluno A nomeou o n-¢simo termo da sequéncia de Padovan

Afim como sendo a,, ndo havendo prejuizo no desenvolvimento de sua resolugao.

Figura 3
Fase da acéo pelo Aluno A — Situagdo-problema 1.
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Durante a fase da formulacdo, percebemos que o Aluno A conseguiu construir
um vetor, contendo os valores iniciais da sequéncia, a partir da formula de recorréncia
verificada na fase anterior. Ao realizar, portanto, a sua multiplicagao, obtém-se a matriz
geradora dos ntimeros de Padovan Afim, como mostrado na Figura 4. Somando o primeiro
elemento dessa matriz e aplicando a recorréncia, conclui-se que a, +a, = a,, simplificando
o resultado final. Ressalta-se a unica dificuldade encontrada nesta fase, foi em relagdo a
construgdo do vetor de inicializagdo, sendo portanto sanada ao realizar a interagdo com
os demais colegas sobre defini¢des e conceitos de algebra linear.

Figura 4
Fase da formulacdo pelo Aluno A — Situacdo-problema 1.

Para validar essa matriz, todos os estudantes participaram desse processo, realizando
o0 passo indutivo matematico para demonstrar a matriz geradora de Padovan Afim. Nesse
sentido, temos na Figura 5, esta fase realizada pelo Aluno C, sendo entdo selecionada por
questdes de organizacdo matematica e escrita. Percebe-se que esse estudante, ja simplificou
a matriz de ordem 3x3, além de substituir o n-ésimo da sequéncia por P . Logo, abaixo,
indicamos elementos de sua resolugao.
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Figura 5
Fase da validagdo pelo Aluno C — Situagdo-problema 1.
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Dando continuidade, temos a resolugdo da situagdo-problema 2, em que os
estudantes se deparam com a formula variante de Binet, onde baseados para a sequéncia
de Padovan, deverdo obter essa formula para os nimeros de Padovan Afim. Com isso,
temos o relato de um estudante:

Aluno B: [...] essa formula sera basicamente igual a de Padovan, sendo que durante
a resolugdo do sistema de equacdes lineares, devemos inserir os valores iniciais
generalizados para obter a nova formula de Binet desses niimeros similares aos
de Padovan [...].

Essa afirmag¢@o, mostra um certo dominio em relacdo ao conhecimento dos
estudantes referente a férmula variante de Binet, iniciando a fase da acdo, visto que
essa discussdo serve como base para a montagem do sistema de equagdes. Na Figura
6, percebemos a fase da formulagdo acontecendo pelo Aluno F, onde ¢ realizada a
descrigdo desse sistema, com trés equacdes e trés incognitas, inserindo os valores iniciais
generalizados. Visualizamos sua atividade na figura 6.
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Figura 6

Fase da formulagéo pelo Aluno F — Situagdo-problema 2. (Dados da pesquisa)

Algumas dificuldades foram encontradas para resolver o sistema de equagdes com
trés variaveis, porém com a participagao e ajuda dos demais estudantes, foi possivel chegar
aresolucdo dessa atividade, como mostrada na Figura 7, durante a fase da validagao pelo
Aluno E. Os coeficientes do sistema foram calculados através da regra de Cramer, e as
raizes da equag@o caracteristica foram mantidas com as suas respectivas nomenclaturas
(x,,x,, x,), ndo sendo usados os seus valores para o calculo dos coeficientes, no momento
resolucdo. Vale salientar que, os estudantes estavam cientes de que para calcular um
termo da sequéncia, utilizando a formula de Binet, ¢ necessario conhecer os valores

dessas raizes da equagao.

Figura 7
Fase da validagcdo pelo Aluno E — Situagdo-problema 2.
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Por fim, analisando a situagcdo-problema 3, em que foram generalizados os
coeficientes da sequéncia, pode-se identificar a fase da acdo na Figura 8. O Aluno D,
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consegue estabelecer a formula de recorréncia dessa sequéncia, comparando-a com
a sequéncia de Padovan, percebendo assim a inser¢do de duas varidveis, s, s,, nos
coeficientes.

Figura 8
Fase da agéo pelo Aluno D — Situagdo-problema 3.

Na fase de formulagdo, percebe-se a obtencdo da forma matricial dessa sequéncia,
com base na matriz geradora de Padovan e, no vetor de inicializa¢do estudado na primeira
situagdo-problema. O Aluno G, consegue compreender que a primeira coluna da matriz
geradora, carrega consigo os valores dos coeficientes da formula de recorréncia, como
mostrado na Figura 9.

Figura 9
Fase da formulagéo pelo Aluno G — Situag

-problema 3.

Na Figura 10, temos 0 Aluno H iniciando o processo de validagdo da matriz, através
do passo indutivo matematico, sendo o primeiro passo realizado, para n = 1, quando o
Aluno G obteve um matriz linha, apds empregar o modelo indutivo (ver Figura 9).
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Figura 10
Fase da validagdo pelo Aluno H — Situagdo-problema 3.

Finalizando essa fase, temos o Aluno H, na Figura 11, dando continuidade ao
processo de validac@o, verificando a validade para n = k + 1. Com isso, consegue-se
validar um teorema ndo encontrado, até entdo, na literatura e em artigos cientificos de
Matematica Pura, referentes aos numeros de Padovan.

Figura 11
Finalizagcdo da fase da validagdo pelo Aluno H — Situacdo-problema 3.

Durante a institucionalizacdo, realizada pelo docente - pesquisador, ao final de
cada resolugdo das situagdes-problema propostas, foram analisadas as produgoes dos
estudantes, destacando o processo evolutivo da sequéncia em torno da sua generalizagao.
Na primeira situagao-problema, foi possivel validar o Teorema 3, obtendo a forma matricial
da sequéncia de Padovan Afim, vista no trabalho de Vieira e Alves (2018). Ainda em
relagdo ao trabalho desses autores, foi possivel, na situagdo-problema 2, demonstrar o
Teorema 4, a partir do Teorema 1, estudando os conceitos referentes a formula variante
de Binet (Alves, 2015; 2017). Na terceira e tltima situagdo-problema, foi inserido um
conteudo novo em relagdo a generalizagdo dos coeficientes da formula de recorréncia da
sequéncia de Padovan, sendo, portanto, demonstrado o Teorema 5.
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A validag@o dessa pesquisa aconteceu de forma interna (Laborde, 1997), visto
que foram analisados somente as producdes observadas neste trabalho e do grupo dos
professores envolvidos, ndo as comparando com outras producdes externas e, ainda pelo
fato da quantidade de participantes ser considerada pequena (oito professores em formagao
inicial). Nesse processo, ocorreu uma comparagdo entre as fases de analise a priori e
andlise a posteriori, onde na primeira ¢ realizada uma introdugao do campo epistémico-
matematico, inserindo algumas propriedades e teoremas matematicos. Na segunda, sdo
selecionados alguns teoremas formais e elaboradas situagdes-problema, e analisadas as
resolucgdes dos estudantes durante a fase da experimentagdo da (ED).

Ressalta-se que os estudantes manifestaram grande interesse pela pesquisa, como
evidenciamos em comentarios, um sentimento de descoberta de propriedades, como por
exemplo:

Aluno A: [...] me senti construindo o meu proprio conhecimento, ainda mais porque
eununca tinha visto essa sequéncia antes, nem na matematica e muito menos dessa
forma que esta sendo repassado para a gente [...] . Alguns desses assuntos nao sao
encontrados na literatura, isso mostra mais interesse da gente diante da resolugdo
dos exercicios [...].

A fase da institucionalizagdo da (TSD), possui importancia nesse processo de
validagdo dessa pesquisa, uma vez que, diante de uma perspectiva epistemoldgica, ¢
nesse momento que acontece a comprovagao e a constru¢do dos conceitos matematicos
abordados em sala de aula. Foi possivel perceber que os estudantes (professores em
formag@o inicial), conseguiram construir o processo de generalizagdo da sequéncia de
Padovan, investigando teoremas matematicos e descobrindo novas defini¢des, além de
considerar os seus aspectos cognitivos e didatico - metodologicos.

Alguns obstaculos epistemologicos e cognitivos foram encontrados no momento
das resolugdes, observando certa dificuldade ou estadios de inercia ou estagnagdo na
formulagdo de algumas propriedades matematicas, bem como a sua correspondente
validagdo, visto que alguns estudantes (professores em formagao inicial) argumentaram
nado lembrar do principio da indug@o finita e nem do conceito de vetores. Porém, com
origem na troca de informagdes e o debate cientifico entre os demais participantes, esses
obstaculos ou entraves foram pacificados.

Assim, no campo didatico, através das situacdes didaticas, foi possivel compreender
o processo de construcdo coletiva pelo grupo dos teoremas selecionados e apresentados,
instigando o raciocinio indutivo dos estudantes e o seu entendimento no processo
epistemolodgico evolutivo sobre a sequéncia de Padovan. Do ponto de vista da cognigao,
observou-se a evolucao matematica dos estudantes nas classicas fases de agao, formulagao
e validagao previstas pela (TSD).
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CONCLUSOES

Com origem nos pressupostos de uma (ED), foi realizada nesta pesquisa, todas as
analises internas, verificando as trés atividades (situacdes didaticas estruturadas) propostas
durante a fase da experimentagdo e com base na (TSD), auxiliando a pratica do docente
diante do ensino de Matematica e da Historia da Matematica nos cursos de formagao inicial
de professores. Ressalta-se a importancia da influéncia francesa na cultura didatica, uma
vez que foi construida baseada na teoria construtivista do conhecimento (Artigue, 1995).
Diante das investigagdes desenvolvidas em sala de aula, situacdes didaticas estruturadas
foram elaboradas, podendo aplicé-las ou replica-las em outras experimentacdes.

Na primeira fase, foi realizado um extenso levantamento bibliografico em torno
da (ED), (TSD) e do contetdo referente ao processo de generalizagdo da sequéncia
de Padovan, selecionando esse objeto de estudo, por apresentar escassez de trabalhos
relacionados ao ensino dessa sequéncia, abordando somente a parte matematica em cursos
de Matematica Pura. Com isso, na Figura 12, temos o mapa conceitual dessa sequéncia
de investigagdo, podendo selecionar contetidos para serem abordados em cursos de
graduagdo, diante do seu processo evolutivo. Assim, podemos visualizar a existéncia
do processo de generalizagdo matematica, de indu¢ao matematica ¢ de descoberta dos
conceitos e de novas defini¢oes basicas, essenciais para o estudo desses numeros (ver
figura 12).

Figura 12
Mapa Conceitual da sequéncia de Padovan.
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Durante a fase de experimentagao prevista pela (ED), os estudantes (professores em
formago inicial) puderam perceber o processo indene epistemoldgico e evolutivo diante
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da possibilidade de generalizagdo dessa sequéncia numérica, manifestando surpresa ao
determinar teoremas matematicos e realizar a formulagao de novas definigdes matematicas
ao decurso das situagdes, até entdo ndo estudados e encontrados na literatura cientifica
(Vieira & Alves, 2018; 2019). Apesar das dificuldades ou entraves encontrados no decorrer
daresolugdo das situagdes-problema, foi possivel alcangar o objetivo geral deste trabalho,
destacando ser esse um recorte da pesquisa realizada no curso de Pos-graduacdo em
Ensino de Ciéncias e Matemética do IFCE, com o parecer aprovado no Comité de Etica
em Pesquisa (CEP) (parecer: 3.314.835), uma vez que foram utilizados um conjunto
representativos de dados empiricos realizados com a participag¢do de seres humanos.

Ademais, os objetivos especificos foram alcangados, quando pudemos realizar uma
transposicao didatica (Chevallard, 1991) referente ao conteido matematico discutido,
realizando assim a promog¢ao da compreensao dos estudantes em relagdo ao processo
evolutivo e epistemolodgico dessa sequéncia ainda pouco discutida por parte de autores
de livros de Historia da Matematica. Por fim, percebe-se a importancia dessas atividades
no contexto da Historia da Matematica, envolvendo ainda a formag@o de professores
de Matematica (Alves, 2015; 2017), aliada com outras possibilidades de utilizagao da
tecnologia. Com a utilizagdo da (ED) ¢ a (TSD), foi possivel reconhecer as situagdes
didaticas criadas, podendo ainda serem reproduzidas para outros locais de experimentagdes
e investigagdes, circunstanciadas pelo locus académico.
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