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RESUMEN

Contexto: Una de las problematicas en educacién matematica, es la endeble
comprension en matematicas que tienen los estudiantes, tanto en el nivel educativo
basico como en el superior, por lo que consideramos fundamental el disefio de
instrumentos y métodos adecuados que puedan medir la comprension sobre conceptos
especificos. Objetivo: Evaluar la comprension de estudiantes universitarios sobre el
concepto de funcion real. Disefio: La investigacion es cualitativa, debido a que se
analizaron e interpretaron los atributos sobre un constructo cognitivo. Escenario y
participantes: Fueron 36 estudiantes de una licenciatura en matematicas (18-20 afios)
de quienes se analizaron sus producciones, todos habian llevado el primer curso de
calculo. Coleccion y andlisis de datos: Se aplicé un test de seis items relativos a tareas
gue involucraron el concepto de funcion, el analisis de datos se realiz6 desde las
categorias de evaluacion propuestas por Albert y Kim, quienes consideran tres
categorias para evaluar la comprension, a saber, la habilidad para justificar, entender
por qué una afirmacién matematica particular es verdadera y, entender de donde viene
una regla matematica. Resultados: La evaluacion sobre la comprension del concepto
funcion, ha evidenciado que, para alcanzar una comprension alta se deben desarrollar
no solo habilidades para el reconocimiento de aspectos de la funcién como su
definicién, su discriminacion o su aplicacion, sino ademas considerar la habilidad para
poder justificar tales aspectos. Conclusién: Las categorias de comprension
consideradas, ayudan en el fortalecimiento del entendimiento conceptual vy
procedimental indicando una comprension integral.

Palabras clave: Comprension; categorias de evaluacion; funcion real;
Educacion Matematica.
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Categorias para avaliar a compreensdo de estudantes universitarios sobre um

conceito matematico

RESUMO

Contexto: Um dos problemas da educacdo matematica é a fraca compreensao
da matematica que os alunos tém, tanto nos niveis de ensino basico como superior, pelo
que consideramos fundamental a concepgdo de instrumentos e métodos adequados que
possam medir a compreensao sobre conceitos especificos. Objetivo: Avaliar a
compreensdo de estudantes universitarios sobre o conceito de fungéo real. Desenho: a
pesquisa € qualitativa, pois os atributos de um construto cognitivo foram analisados e
interpretados. Cenario e participantes: Houve 36 alunos de uma licenciatura em
matematica (18-20 anos) cujas producdes foram analisadas, todos tendo feito o primeiro
curso de célculo. Coleta e analise de dados: Foi aplicado um teste de seis itens
relacionados as tarefas que envolviam o conceito de funcédo, a analise dos dados foi
realizada a partir das categorias de avaliacdo propostas por Albert e Kim, que
consideram trés categorias para avaliar a compreensdo, para saber, a capacidade de
justificar, entender por que uma determinada afirmacdo matematica é verdadeira e
entender de onde vem uma regra matematica. Resultados: A avaliacdo da compreenséo
do conceito de fung¢do mostrou que, para alcancar um alto entendimento, ndo sé devem
ser desenvolvidas competéncias para o reconhecimento de aspectos da fun¢do como a
sua definicao, discriminacdo ou aplicacdo, mas também considerar a capacidade de ser
capaz de justificar tais aspectos. Conclusbes: As categorias de compreensdo
consideradas auxiliam no fortalecimento da compreensao conceitual e procedimental,
indicando compreensdo abrangente.

Palavras-Chave: Compreensdo; categorias de avaliagdo; funcgdo real;
Educacdo Matematica.

INTRODUCCION

La comprension de un concepto matematico es un tema que ha tomado
amplia participacion dentro de las investigaciones realizadas en Matematica
Educativa. Para ello, se han implementado diferentes marcos teéricos que
atienden a esta linea de investigacion (e.g., Skemp, 1980; Sierpinska, 1990;
Pirie & Kieren, 1994; Kastberg, 2002; Arnon et al. 2014; Albert & Kim, 2015),
los cuales ponen de manifiesto la caracterizacion de comprension desde cada
una de sus perspectivas, sus similitudes y sus diferencias, pero todas con un
objetivo comun, medir o valorar la comprension matematica de los estudiantes.
Y en algunos casos, se propone establecer categorias para disefiar actividades
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0 items que puedan ayudar a los docentes al momento de evaluar la
comprension matematica de sus estudiantes.

De acuerdo a Schoenfeld (2007), un objetivo comun de los profesores
debe ser la comprensién de los conceptos por parte de los estudiantes. En este
sentido, particularmente en matematicas, la comprension de conceptos es un
objetivo para su ensefianza y aprendizaje.

La comprension en mateméticas se ha estudiado desde los afios 70.
Skemp (1976) identificé dos tipos de comprension: la comprension relacional
como "saber tanto qué hacer y por qué" (p. 2) y la comprension instrumental
como "reglas sin razones" (p. 2). Michener (1978) sefialé que entender las
matematicas es un proceso complementario para la resolucién de problemas,
donde el proceso se preocupa por construir y enriguecer una base de
conocimiento, y esto incluye crear conexiones de diversos tipos, asi como de
elementos (ejemplos, resultados y conceptos). Sierpinska (1990) propuso la
comprension como un acto, pero un acto involucrado en un proceso de
interpretacién, siendo esta interpretacion una dialéctica en desarrollo entre
conjeturas y validaciones cada vez més elaboradas.

Nickerson (1985) identifico algunas caracteristicas de lo que es la
comprension, entre ellas, poder visualizar las propiedades mas profundas de un
concepto, buscar informacién especifica en una situacién mas rapidamente, ser
capaz de representar situaciones y visualizar una situacion utilizando modelos
mentales. Nickerson destacd que cuanto mas se sabe sobre un tema, mejor lo
comprende, mostrando asi la relacion entre conocimiento y comprension. Por
su parte, Hiebert y Carpenter (1992) enfatizaron que el nivel de comprension
esta determinado por el nimero y la fuerza de sus conexiones, conexiones entre
ideas matematicas, procedimientos o hechos. Ademas, Wilkerson y Wilensky
(2011) mencionaron tres aspectos sobre los recursos y procesos para la
comprension matematica: el conocimiento matematico como red, el papel de
los diferentes recursos en el aprendizaje y el aprendizaje como la construccion
de conexiones. Sefialan también, que los investigadores interesados en la
flexibilidad y la naturaleza adaptativa de la comprension matematica describen
la estructura del conocimiento matematico como una red de relaciones entre
diferentes propiedades, objetos y procedimientos que influyen en una idea
matematica determinada.
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Ahora bien, respecto del concepto funcidn, este es uno de los conceptos
fundamentales en la matematica, sin embargo, a pesar de estar en la columna
vertebral de las matemaéticas, es uno de los conceptos mas dificiles de dominar
en la matemaética escolar, lo cual, en parte es consecuencia, de las diversas sub-
nociones asociadas al concepto, pues incluso en niveles basicos, las funciones
pueden abordarse desde diferentes contextos, por lo que las dificultades se
presentan desde edades tempranas. Asimismo, Diaz (2013), menciona que el
concepto de funcidn es uno para el cual, los estudiantes tienen problemas para
desarrollar una comprension satisfactoria, ademas de que las dificultades que
presentan los estudiantes parecen centrarse en su complejidad y generalidad.
La nocion de funcion se tiene desde los primeros afios de vida, no obstante,
como un objeto formal en la ensefianza de la matematica, el concepto funcién,
es ensefiado desde el nivel educativo secundaria hasta el nivel universitario
(National Council of Teachers of Mathematics, 2000; Secretaria de Educacion
Publica, 2011). Dicho concepto se caracteriza por su naturaleza abstracta y se
considera un conocimiento previo en asignaturas como el calculo diferencial e
integral, algebra lineal, algebra abstracta y analisis matematico (Farfan &
Garcia, 2005). Asimismo, las funciones son utilizadas para modelar fenémenos
en areas como fisica, quimica, biologia, ciencias sociales y economia.

Adicionalmente, investigaciones realizadas sobre los procesos de
ensefianza y aprendizaje del concepto de funcién, reportan que hay distintas
dificultades relacionadas a su aprendizaje. Por ejemplo, Ortega y Pecharroméan
(2014) mencionan que los estudiantes presentan errores en el aprendizaje de las
propiedades globales de las funciones; Amaya y Sgreccia (2014) y Diaz, Haye,
Montenegro y Cordoba (2015) reportan dificultades asociadas al realizar
transformaciones y articulaciones entre las representaciones de una funcion; y
mas recientemente, Cuevas y Pluvinage (2017) reportan que las dificultades
que los estudiantes manifiestan sobre el concepto de funcién, se centran en la
formalidad y rigurosidad de la definicion. Por otra parte, Watson y Harel (2013)
aluden a que las dificultades son inducidas por los docentes de matematicas
cuando ellos mismos no tienen un buen conocimiento matematico del concepto
de funcién.

Diversas concepciones inconsistentes que presentan los estudiantes
sobre el concepto de funcidn en el aula de clases son generadas por que no se
prioriza la comprension del concepto y de sus significados, debido a que tanto
los docentes como los estudiantes, se limitan a la manipulacion algebraica de
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este concepto, restringiendo asi su comprension (Prada, Hernandez, & Ramirez,
2014). Como lo mencionan Flores, Neira, Carrillo y Pefialoza (2019) la
ensefianza del concepto de funcion se concentra en priorizar el registro
algebraico, dejando de lado tanto el registro gréfico como el tabular.
Desvinculando que, la forma de comprender mejor un objeto matematico es
mediante la coordinacion de sus diferentes representaciones.

Algunas investigaciones que se han centrado en estudiar el concepto de
funcion desde diferentes perspectivas (Vinner & Dreyfus, 1989; Crespo &
Ponteville, 2003; Serrano, 2007; Silva & Kaiber, 2013; Figueiredo & Contreras,
2013), han dejado de manifiesto la necesidad de realizar investigaciones
enfocadas en la comprension de este concepto, debido a su impacto en el
curriculo y en otras disciplinas; asi como la necesidad de atender las
dificultades que la literatura reporta en sus procesos de ensefianza y
aprendizaje. Particularmente, Bardini, Pierce, Vincent y King (2014),
realizaron un estudio sobre la comprension de estudiantes universitarios sobre
el concepto de funcion, enfatizando en que es importante reforzar
constantemente los conceptos antiguos en nuevos entornos, ayudando a
establecer conexiones entre ideas matematicas relacionadas, pues la
comprension se ve afectada por las creencias y las misconcepciones, e incluso
mencionan que si los estudiantes van pasando de nivel escolar con conceptos
erroneos o sin una comprension profunda, puede ser dificil revertir. También,
enfatizan que los estudiantes deben exponerse a muchos ejemplos donde las
representaciones estén vinculadas, y entonces sintetizar y formalizar su
aprendizaje a través de la aplicacion del concepto de funcién. Finalmente,
Bardini et al. (2014) sefialan que es fundamental que los estudiantes sean
conscientes de los aspectos de la definicion de la funcidn, y de ser capaces de
establecer conexiones entre diversas representaciones del concepto funcion.

Por su parte, Diaz (2013), menciona también algunos aspectos cruciales
para una profunda comprension del concepto funcién, entre ellos, la
interpretacion de funciones representadas por graficas, la descripcion de
situaciones, formulas y tabla, es decir, que se modelen situaciones del mundo
real, trasferencia entre las multiples representaciones de las funciones. Ademas,
de promover que el estudiante sea capaz de utilizarlo en campos no
matematicos, y de que realice tareas de transformacion y de conversion de
representaciones entre al menos dos sistemas de representacion.
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No obstante, pensamos que aunque es fundamental conocer los factores
gue causan una endeble comprensidn, se deben estructurar marcos de referencia
especificos que permitan evaluar en los estudiantes la comprensién de los
conceptos, y auxilien al profesor a redisefiar actividades para mejorar dicha
comprension en consecuencia.

Particularmente, para esta investigacion, se uso el marco de referencia
de Albert y Kim (2015) debido a que éste se sustenta sobre el disefio curricular
que propone el Common Core State Standards for Mathematics (CCSSM) con
el proposito de que los profesores evallen la comprension matematica de sus
estudiantes. En este sentido, el objetivo de este articulo es analizar la
comprension de estudiantes universitarios acerca del concepto de funcion para
contribuir a la mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje de dicho
concepto. Para ello, se disefiaron items de evaluacion que permitieron medir el
nivel de compresion que tienen los estudiantes acerca de este concepto y a partir
de la interpretacion de estos niveles se propone disefiar tareas para fortalecer
los aspectos donde los estudiantes evidencian dificultades.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Al igual que muchos conceptos matematicos, el de funcién hace parte
de aquellos conocimientos basicos que toda persona debe comprender para
comunicarse e interactuar en la sociedad (Amaya, Pino-Fan & Medina, 2016).
En este sentido, Bardini, et al. (2014), mencionan que la nocién de funcion
puede verse como un concepto unificador no solo dentro del contexto de la
matematica misma, sino también entre la matematica y el mundo real.

En el desarrollo histérico del concepto funcion, sin duda es un aliado
para entenderlo como unificador. Los griegos, por ejemplo, desde la antigliedad
utilizaban representaciones verbales o graficas que hoy dia hacen referencia al
concepto de funcién y que ellos en su momento desconocian. Histéricamente,
Diaz (2013), menciona tres periodos significativos en el desarrollo del concepto
funcion: la antigliedad donde se puede identificar la dependencia entre
cantidades y diferentes magnitudes, aunque no se llega a aislar las nociones de
cantidad variable y de funcion; la edad media, cuyo desarrollo del concepto se
divide en dos partes, la no latina y la latina, en la primera (afios 500 al 1200)
aunque se encontraron soluciones de ecuaciones, la idea de variable no surgio
y por lo tanto la idea funcional entre dos variables tampoco, en la segunda (a
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partir del S. XIII) , en donde se logr6 una teoria primitiva de funciones pero
todavia no se podia expresar la correspondencia funcional en un lenguaje
algebraico, finalmente, el periodo moderno, en el cual se identifican cuatro
etapas, y en correspondencia, cuatro definiciones de funcion dadas por Euler,
Fourier, Dirichlet y Bourbaki respectivamente, y en las cuales se observar la
evolucidn en sus constructos.

Pino-Fan, Parra-Urrea y Castro-Gordillo (2019) perciben el concepto
de funcion, como un componente fundamental en el desarrollo histérico de la
humanidad y que, a lo largo de su evolucion se han adoptado al menos seis
interpretaciones: la funcién como correspondencia, donde se establece el
concepto como la asociacion de elementos entre dos conjuntos; la funcion como
relacion entre magnitudes variables, vista desde el campo de la fisica de donde
se establecid la nocion de cantidades variables dependientes e independientes;
la funcién como representacion gréfica, se establecié mediante la necesidad de
representar la relacion de variacion entre magnitudes fisicas; la funcion como
expresion analitica, se empezd a establecer una formalizacion conceptual
mediante la relacion de expresiones analiticas; la funcion como
correspondencia arbitraria, donde se generalizd la regla de correspondencia
entre variables. Por Gltimo, la funcidn a partir de la teoria de conjuntos, donde
se establece la definicion formal del concepto, la cual se expresa como sigue:

“Definicion: Un relacion donde a cada elemento de un conjunto A le
corresponde un unico elemento de un conjunto B, se denomina una funcién de
A en B.” (Arizmendi, Carrillo & Lara, 2003, p. 40).

No obstante, la ensefianza tradicional del concepto se ha limitado en
establecer solo la relacion de dependencia entre las variables, dejando de lado
la definicion formal, aislando la conexién existente entre las definiciones del
dominio, codominio y recorrido (Pino-Fan, Parra-Urrea & Castro-Gordillo,
2019). Aunque, Amaya, Pino-Fan y Medina (2016) mencionan que durante el
proceso de ensefianza aprendizaje del concepto, los registros mas usados son el
analitico algebraico, numérico, grafico y tabular.

Ahora bien, la comprensién en matematicas es un tema ampliamente
estudiado en Matematica Educativa, por ejemplo, desde diferentes marcos
tedricos (e.g., Skemp, 1980; Vinner, 1983; Dreyfus & Eisenberg, 1982; Sfard,
1989; Sierpinska, 1990, 1992; Pirie & Kieren, 1994; Kastberg, 2002; Albert &
Kim, 2015), se pone de manifiesto la caracterizacion de la comprension desde
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cada una de sus perspectivas, sus similitudes y sus diferencias. Sin embargo,
dado que nuestro interés es, evaluar la comprension a partir de un modelo, en
el cual se establecen categorias para el disefio de actividades o items, usamos
el marco tedrico para analizar items de evaluacion, expuesto por Albert y Kim
(2015), el cual se fundamenta en la definicion de comprension del CCSSM,
quienes textualmente indican que: “One hallmark of mathematical
understanding is the ability to justify, in a way appropriate to the student’s
mathematical maturity, why a particular mathematical statement is true or
where a mathematical rule comes from...” (NGA Center & CCSSO, 2010, p.4).
En este sentido, la comprension matematica consiste de tres categorias: la
habilidad para justificar, entender porqué un enunciado particular de
matematicas es verdadero y entender de donde viene una regla matematica.
Bajo estas tres categorias, se proporciona el marco teérico para analizar y
organizar los items de evaluacion. A continuacidn, se describen cada una de las
categorias.

La habilidad para justificar. En esta categoria los estudiantes deberéan
conocer cOmo sustentar sus conclusiones para comunicar sus procesos en la
resolucion de itemsy construir justificaciones de calidad, es decir, proporcionar
razones solidas sobre su propia conclusion. Por lo tanto, se espera que los
estudiantes den buenas justificaciones matematicas, en otras palabras, que sus
justificaciones se vean influenciadas por su razonamiento matematico, su
habilidad para construir conjeturas matematicas, desarrollar y evaluar
argumentos matematicos, y seleccionar y usar diferentes tipos de
representaciones. Albert y Kim (2015) muestran un ejemplo de esta categoria,
suponen que se pide al estudiante resolver el problema 2+2, entonces si el
estudiante solo tiene habilidades de procedimiento pude responder que la suma
es 4 sin proporcionar justificaciones adecuadas, pero si el estudiante tiene
conocimiento de los conceptos relacionados, por ejemplo, el concepto de
namero incluidas cantidades continuas y discretas y conoce diferentes
representaciones, entonces el estudiante podria justificar su proceso para
resolver el problema por diferentes formas.

Entender por qué una afirmacién matematica particular es verdadera.
Se espera que los estudiantes identifiquen y argumenten si una afirmacion es
verdadera o falsa, dependiendo la situacion de contexto de la afirmacién. Por
ejemplo, en la afirmacion “tres multiplicado por cualquier niimero siempre
aumenta” podria ser verdadera o falsa dependiendo el conjunto al cual
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pertenece ese numero, es decir, el enunciado es verdadero bajo ciertas
condiciones, por ejemplo, si se multiplica 3 por un nimero mayor que 1 la
afirmacion es verdadera, pero si se multiplica por nimeros que estén entre 0y
1 la afirmacién es falsa. Entonces los estudiantes deben entender bajo qué
condiciones el enunciado se cumple o no dando contraejemplos.

Entender de donde viene una regla matematica. De acuerdo al CCSSM
(NGA Center and CCSSO, 2010), los estudiantes quienes puede explicar una
regla matematica entienden esa matematica y tienen mas posibilidades de tener
éxito en tareas menos familiares. Albert y Kim (2015) ponen el ejemplo, de
cuando se pide resolver la division entre las fracciones 2/5 y 14/15, entonces
mencionan que los estudiantes quienes conozcan la regla matematica para la
division de fracciones podrian encontrar la respuesta con base en las
habilidades de procedimiento, pero podria ser sélo un procedimiento de
memorizacion, es decir, cuando los estudiantes s6lo demuestran habilidades de
procedimiento o de memorizacion del proceso, pueden no entender el uso de la
regla. Sin embargo, cuando los estudiantes entienden de donde viene dicha
regla, es decir, que es necesario en el denominador se multiplique por su inverso
multiplicativo para obtener la unidad, y por este mismo inverso multiplicativo
se multiplica el numerador, entonces podrian resolver el problema de una
manera diferente y mostrar que han comprendido el concepto de la division de
fracciones.

Finalmente, cabe mencionar que uno de propdsitos principales de este
marco teérico para analizar items de evaluacion, es ilustrar como la
comprension informa practicas de ensefianza y sirve como catalizador para
ayudar a los docentes a desarrollar tareas de medicion que representan el
aprendizaje matematico del estudiante. Ademas, se promueve que los
profesores mejoren sus métodos de ensefianza de forma que sean mas efectivos,
puesto que conocen los procesos de comprension de sus estudiantes (Codes,
Delgado, Gonzalez & Monterrubio, 2013).

METODOLOGIA

La investigacion sigue una metodologia descriptiva (Dankhe, 1986),
puesto que se busca la especificidad de las caracteristicas de la comprension de
un concepto y se evallan éstas a partir del alcance logrado de acuerdo al éxito
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de los estudiantes al resolver problemas matematicos. Para ello, se disefio un
test que comprende seis items y se siguieron las siguientes fases:

Fase 1. Disefio de los items. Esta fase se desarroll6 en cuatro etapas.
En la primera se analizé el marco de referencia de Albert y Kim (2015) y con
base en ello se disefiaron 6 items, 2 para cada categoria de comprension del
marco de referencia. Para la categoria 1 (la habilidad para justificar)
corresponden los items 3 y 4; para la categoria 2 (entender por qué una
afirmacion matematica particular es verdadera) los items 2 y 5; y los items 1 y
6 a la categoria 3 (entender de dénde viene una regla matematica). En la
segunda etapa se realizd una validacion por expertos, en la cual se resolvieron
cada uno de los items, y posterior a la validacion se redisefiaron los items. En
la tercera se realiz6 una validacion por usuarios, en la cual participaron 5
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas, que cursaban el segundo
semestre. Consecuencia de esta validacion se realizaron nuevas modificaciones
a los items. Finalmente, en la cuarta etapa se realiz6 nuevamente una validacion
por un experto, quien tiene mas de diez afios como docente de matemaéticas de
la Universidad Auténoma de Guerrero. Asi se obtuvo el disefio final de los 6
items (ver anexo).

Fase 2. Aplicacion de los items. Una vez realizada la validacion por
usuarios y por expertos, los items se aplicaron. El tiempo de aplicacion fue de
treinta minutos. Los estudiantes fueron codificados con la letra Ay el nimero
correspondiente al orden de entrega de sus respuestas. Es decir, Al significa
primer estudiante en entregar la solucion a los seis items.

Fase 3. Evaluacion de las respuestas a los items. Para la evaluacion de
los seis items aplicados, se considerd el marco de referencia de Albert y Kim.
Esta fase se desarroll6 en tres etapas. En la primera, se concretaron unos
criterios de evaluacion a los items (ver Tabla 1), en relacion a las categorias de
comprension y las posibles respuestas de los estudiantes. En la segunda etapa,
se confrontaron las respuestas de cada estudiante en relacion a estos criterios.
Finalmente, en la tercera etapa se realiz6 un andlisis de las respuestas dadas por
los estudiantes.

Tabla 1

Criterios de evaluacion en relacién a las categorias de comprension
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realiza ningun tipo

clasificar algunas

Items Crit_erio 1 Crite_rio 2 Criterio 3

(Bajo) (Media) (Alta)

El estudiante no El estudiante El estudiante utiliza

reconoce el criterio  reconoce el criterio  correctamente el

de la recta vertical de la recta vertical criterio de la recta

para determinar si para determinar si vertical para

una representacion una representacion determinar si una

gréafica es una gréafica es una representacion

funcion. funcion, sin gréafica es una
embargo, la funcion. Ademas,

1 justificacion no es sus argumentos
acorde a la ponen de manifiesto
correspondencia el entendimiento de
univoca. la relacion, que un

elemento del
dominio le
corresponde un
Unico elemento en el
codominio.

El estudiante no El estudiante El estudiante

emite una opinién identifica el valor de identifica el valor de

sobre la afirmacion  verdad de la verdad de la

2 o0 la opinidn es afirmacion, sin afirmacion y sus

incorrecta. embargo, sus argumentos validan
argumentos no correctamente su
validan su opinién.  opinion.

El estudiante no El estudiante El estudiante

identifica cuales identifica cuéles identifica cudles

representaciones representaciones representaciones

gréficas representan  gréaficas son gréaficas son

3 una funcién. funciones. Sin funciones y
embargo, no proporciona razones
proporciona razones  s6lidas para validar
sélidas en su su conclusién.
conclusion.

4 El estudiante no El estudiante logra El estudiante

clasifica
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de clasificacion en
relacién al tipo de
funcion.

El estudiante no
emite argumento
alguno para validar
la afirmacion.

El estudiante no
identifica los
criterios por las
cuales dos funciones
son iguales.

funciones, pero su
justificacion es
insuficiente para
validar su
clasificacion.

El estudiante genera
algunos argumentos,
pero no son
suficientes para
justificar la validez
de la afirmacion.

El estudiante
reconoce los
criterios (por lo
menos uno) por las
cuéles dos funciones
son iguales. Sin
embargo, la
justificacion no esta
acorde ala
situacion.

correctamente las
funciones segun sus
caracteristicas y
proporciona razones
solidas para validar
su conclusién.

El estudiante genera
los argumentos
necesarios para
justificar que la
afirmacion es
verdadera.

El estudiante
reconoce los
criterios por las
cuéles dos funciones
son iguales.
Ademas, sus
argumentos colocan
en manifiesto el
entendimiento de
por qué ambas
funciones son
iguales.

Se aplico el test a 36 estudiantes (18-20 afios) de primer afio de la

Licenciatura en Matematicas la Universidad Autonoma de Guerrero, México.
El criterio de seleccién fue que los estudiantes hubieran cursado la asignatura
de Célculo I, pues en ésta se ensefia el concepto funcién, asi como sus
aplicaciones. Asimismo , se indicé el objetivo de la investigacion y se sefiald
que la participacion era voluntaria, asegurando la confiabilidad anénima de los
participantes, de acuerdo al Codigo de ética de la Universidad.*

1 Se exonera a Acta Scientiae sobre cualquier consecuencia o dafio resultante a
cualquiera de los participantes de los items, segtin la Resolucion n° 510, de 7 de abril
de 2016, del Consejo Junta Nacional de Salud.
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RESULTADOS Y ANALISIS

A continuacidn, se presentan los resultados obtenidos con base en la
evaluacion de las respuestas de los estudiantes considerando los criterios
establecidos en la Tabla 1. Asimismo, la evaluacion permitio clasificar la
comprension que presentaron los estudiantes en términos de cada categoria
como se puede apreciar en la Tabla 2.

Tabla 2

Comprension de los estudiantes en relacion a cada categoria.

NUmeros de estudiantes

. Item
Categorias evatI?Jado comr?rizr:\sién comrc):rc«)erllwsién comrc):roer:]sién
baja media alta

3 16 8 12
Habilidad
para justificar 4 16 14 6
Entender 2 9 16 11
porque una
afirmacion 5 12 14 10
matematica es
verdadera
Entender de 1 24 1 11
donde viene
una regla 6 12 21 3
matematica

Para organizar y describir mejor el trabajo realizado por los estudiantes,
el analisis se presenta en relacion a las tres categorias de comprension.

La habilidad para justificar
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Para esta categoria de comprension, se evaluaron las respuestas de los
estudiantes en los items 3 y 4. Respecto al item 3, se evidencié que 12
estudiantes, es decir el 33% lograron una alta comprension del mismo, dado
que identificaron cudles representaciones graficas corresponden a una funcién
y ademas, lograron generar razones y argumentos solidos para validar sus
respuestas. Mientras que 8 estudiantes (22%) solo llegaron a identificar cuales
de las representaciones graficas dadas corresponden a una funcion. Por ultimo,
16 estudiantes (45%) manifestaron una baja comprension, dado que no
identificaron cuéles representaciones gréficas representan una funcion.

Para el item 4, se evidencié que 16 estudiantes (44%) no lograron
realizar algin tipo de clasificacion en relacion con los tipos de funcién,
mostrando dificultades en relacionar sus caracteristicas para clasificarlas. De
acuerdo al marco de referencia tedrico, los estudiantes no lograron proporcionar
razones sélidas para construir conjeturas y evaluar argumentos matematicos.
También, se hace evidente que 14 estudiantes (39%) lograron clasificar algunas
funciones, pero al momento de justificar su clasificacion no brindaron los
argumentos suficientes para validar sus respuestas. Sin embargo, 6 estudiantes
(17%) clasificaron correctamente las funciones y, ademas, lograron dar razones
solidas para validar sus conclusiones.

En esta primera categoria, se obtuvo como resultado que la mayoria de
los estudiantes presentaron una baja comprension de la misma. Puesto que al
colocar en correlacion ambos items (3 y 4) se puedo constatar que solo el 25%
([(12+6)*100]/72) de los estudiantes tiene la habilidad para justificar. En
comparacion con lo mencionado por la Common Core State Standards for
Mathematics (2010), se puede establecer que los estudiantes universitarios no
comprenden eficientemente, ya que no fueron capace de utilizar propiedades
establecidas en el concepto de funcion para generar argumentos sélidos con
relacion al desarrollo de sus procesos matematicos, tampoco cuentan con la
capacidad de criticar los razonamientos de sus otros comparfieros.

Por ejemplo, sobre el item 3, el estudiante A6 mostrd una alta
comprension en esta categoria, ya que utilizo corretamente el criterio de la recta
vertical para determinar si una representacion gréfica es una funcion y sus
argumentos manifestaron su entendimiento sobre la correspondencia de la regla
y sobre una caracteristica del concepto de funcién, especificamente sobre que
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a cada elemento del dominio le corresponde un nico elemento en el codominio
(ver Figura 1).

Figura 1l
Respuesta de A6 para la categoria 1 (item 3)

3. En las siguientes representaciones gréficas, determine cudles representan una
funcién real de variable real. Explique ampliamente porqué.
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Otro argumento para justificar una alta comprension en esta categoria,
se evidencid en la respuesta dada por A22 (Figura 2), en la cual, el estudiante
manifiesta una condicion para determinar cuando una representacion grafica es
o0 no es funcion. También él reconocio la caracteristica del concepto de funcion,
de que a cada elemento del dominio le corresponde un Gnico elemento en el
codominio, por medio de una representacion verbal. Especificamente A22
evalGa en puntos particulares para generalizar que todo elemento de x le
corresponde un uUnico elemento de y, para las representaciones que son
funciones. Y para las representaciones que no son funciones, utiliza el mismo
criterio dando ejemplos donde no se cumple.

Figura 2
Respuesta de A22 para la categoria 1 (item 3)

R=La gafica [ y4 poqe aun valor de x == le asgna uniole yaloy
de y,eo deciv, lova pava x o clwalov de 1 vy Yormava e\ dec
I enoncio en lagafca 2 4 3 al fornav  un valor de Xy

Valuavlp se  ootiene L de y 50 valor @ORTWO ¥ OZAT D

Por otra parte, un caso que representa comprension media, es decir, la
categoria que, hace énfasis en que el estudiante identifique cuales
representaciones graficas son funciones, pero no proporcione razones sélidas
en su conclusion, es el caso de A17. Sus argumentos son insuficientes para
justificar su respuesta al item 3 (ver Figura 3), ya que, A17 no evidencia
conocimiento sobre la caracteristica de correspondencia de la unicidad de las
variables del dominio con el codominio. Limitando su respuesta en asociar las
representaciones graficas a sus representaciones algebraicas, las cuales
corresponden a funciones determinadas.
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Figura 3
Respuesta de A17 para la categoria 1 (item 3)
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Entender por qué una afirmacién matematica particular es
verdadera

En esta categoria, se evaluaron las respuestas de los estudiantes dadas
a los items 2 y 5. En relacién al item 2, se aprecia que 9 estudiantes (25%)
presentaron una comprension baja, ya que no emitieron un valor de verdad
sobre la afirmacion del item o el valor de verdad emitido es incorrecto. Sin
embargo, 16 estudiantes (45%) emitieron el valor de verdad correctamente,
pero sus argumentos no validan su opinion. También, se evidencia que 11
estudiantes (30%), lograron emitir un valor de verdad correcto y sus
argumentos son suficientes para validar su opinién, manifestando una
comprension alta.

Respecto al item 5, se puede evidenciar que 10 estudiantes (28%)
presentaron una comprension alta en sus respuestas, ya que lograron generar
los argumentos necesarios para justificar que la afirmacion emitida es
verdadera. Asimismo, 14 estudiantes (39%) presentaron en sus respuestas
algunos argumentos para justificar la validez de la afirmacion, pero no siendo
suficientes para respaldar su postura. Finalmente, se tiene que 12 estudiantes
(33%) no lograron emitir argumentos para validar o refutar la afirmacién.

Al confrontar los resultados obtenidos de ambos items (2 y 5) en esta
categoria, se puede afirmar que el 42% ([(16+14)*100]/72) de las respuestas
dadas por los estudiantes, evidencia que la mayoria relativa, se encuentra con
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una comprension media para entender por qué una afirmacion matematica
particular es verdadera. Mientras que en los niveles bajo y alto para esta
categoria se encuentran cada uno con un 29% de estudiantes. Con relacion a lo
mencionado por la Common Core State Standards for Mathematics (2010), se
puede establecer que pocos estudiantes universitarios realizaron conjeturas de
su proceso para explorar la veracidad de las mismos, realizando razonamientos
inductivos segun el contexto de la informacién que les brinda la situacion
problema (items).

Por ejemplo, sobre el item 2, el estudiante A19 manifiesta una
comprension alta, puesto que emitié un valor de verdad correcto y, ademas en
su justificacion se aprecian argumentos que validan su postura en relacion a la
afirmacion emitida. Se observa que el estudiante identifica la variable
dependiente (estatura) y la independiente (edad) relaciondndolas como una
funcion. Asimismo, hace referencia sobre el comportamiento de la funcién que
podria modelar la situacion, descartando que ésta es constante, aunque siempre
es creciente (ver Figura 4).

Figura 4
Respuesta de A19 para la categoria 2 (item 2)

2. Considere el siguiente enunciado: “el crecimiento de un nifio puede ser modelado por una
funcién real de variable real”. La afirmacién anterior es verdadera o falsa. Justifique
ampliamente su respuesta.
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También en el item 2, el estudiante A23 hace parte del 42% de los
estudiantes que se encuentra con una comprension media debido a que el valor
de verdad emitido es correcto pero sus argumentos son insuficientes para
validar su respuesta (ver Figura 5). Se observo que, A23 no logrd explicar
detalladamente las variables inmersas en la situacién y como se comportan
éstas, por ejemplo, no logran expresar dependencia entre las dos variables
involucradas.

Figura 5
Respuesta de A23 para la categoria 2 (item 2)
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Respecto al nivel de compresion baja, en el mismo item 2, A20 emiti6
un valor de verdad incorrecto y sus argumentos no estuvieron acordes con la
situacion. A20, expreso que la afirmacion dada era falsa y ademas no relacion6
las variables de la funcion que podria modelar la situacion. Por ejemplo,
manifestd que no existe una dependencia entre el crecimiento de un nifio con el
tiempo transcurrido (ver Figura 6).
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Figura 6
Respuesta de A20 para la categoria 2 (item 2)

2. Considere el siguiente enunciado: “el crecimiento de un nifio puede ser modelado por una
funcion real de variable real”. La afirmacién anterior es verdadera o falsa. Justifique
ampliamente su respuesta.
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Entender de donde viene una regla matematica

Para analizar esta Ultima categoria, se revisaron las respuestas dadas
por los estudiantes a los items 1 y 6. Respecto al item 1, se evidencia que 24
estudiantes (67%) tienen una comprension baja, ya que estos no manifiestan un
entendimiento al utilizar el criterio de la recta vertical, para determinar si una
representacion grafica corresponde a una funcién. Solo 1 estudiante (3%) logro
reconocer la utilidad del criterio de la recta vertical, sin embargo, la
justificacion de su uso, no estuvo acorde a las caracteristicas de la regla
matematica. Asimismo, 11 estudiantes (30%) reconocieron la utilidad del
criterio y sus argumentos ponen de manifiesto el entendimiento de la regla
matematica, para establecer que un elemento del dominio le corresponde un
Unico elemento en el codominio.

En el item 6, se obtuvo que 12 estudiantes (33%) no evidenciaron
entender por qué dos funciones son iguales. Mientras que 21 estudiantes (58%)
lograron reconocer por lo menos un criterio para determinar cuando dos
funciones son iguales sin embargo sus justificaciones no fueron acordes. Solo
3 estudiantes (8%) reconocieron los criterios por los cuales, dos funciones son
iguales y los argumentos presentados lo ponen en manifiesto.

En esta Ultima categoria, el 50% de las respuestas de los estudiantes
evidencia una baja comprension. Puesto que al colocar en correlacién ambos
items (1y 6) se puede constatar que los estudiantes no entienden de donde viene
una regla matematica, tanto en su uso como en su existencia. Por tanto, los
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estudiantes universitarios no consideraron cuales son las herramientas
necesarias para resolver un problema matematico o no lograron establecer o por
lo menos, identificar un patrén o estructura algebraica. En consecuencia, les
costo trabajo aplicar los conceptos matematicos para resolver problemas que
surgen en la vida cotidiana (CCSSM, 2010).

Por ejemplo, para el item 1, la respuesta dada por A3 evidenci6 que él
entiende de donde viene una regla matematica, dado que logra explicar cuando
y cdmo usar el criterio de la recta vertical para determinar si una representacion
gréafica es 0 no una funcion. A3 expresa que para que una representacion gréfica
corresponda a una funcién, la recta solo debe cortarla una sola vez, lo que indica
que a cada elemento del dominio le corresponde un Unico elemento en el
codominio. Ademas, expresa que, si la recta vertical toca dos veces a la
representacion gréafica, se estaria hablando de una relacién y no de funcion (ver
Figura 7).
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Figura7
Respuesta de A3 para la categoria 3 (item 1)

1. En una representacion grafica, el criterio de la recta vertical nos ayuda a determinar
si ésta corresponde 0 no a la representacion de una funcion. Explique ampliamente
porqué es suficiente utilizar este criterio para validar esta afirmacin.
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Otro argumento para justificar una comprension alta en esta categoria
se evidenci6 en la respuesta dada por A6 (Figura 8), se observd que este
estudiante logro relacionar el criterio de la recta vertical con una caracteristica
de la definicion del concepto de funcién. Ejemplificd por medio del diagrama
de Venn la relaciéon de correspondencia de que a cada valor de dominio le
corresponde un unico elemento del codominio. También, mostré evidencia de
esta relacioén, con la utilizacion del criterio de la recta vertical, cuando se trata
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de determinar si una representacion grafica es o no funcion, mediante ejemplos
grafico-verbal.

Figura 8

Respuesta de A6 para la categoria 3 (item 1)
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Para el item 6 una respuesta que justifica una comprension alta en esta
categoria se evidencio en la respuesta dada por A24 (Figura 9), en la cual, el
estudiante entiende que para que dos funciones sean iguales, sus dominios y
regla de correspondencia deben ser las mismas. Esto se observa cuando el
estudiante da evidencia por medio de un proceso algoritmico de la igualdad de
las reglas de correspondencia y para el dominio de ambas funciones identifica
gue tienen el mismo conjunto de salida.

Acta Sci. (Canoas), 23(1), 102-135, Jan./Feb. 2021 124



Figura 9
Respuesta de A6 para la categoria 3 (item 1)
6. Considé 1 i i = ZHDx-2)
siderese las funciones definidas por f(x) = —

dominio R-{2}. Explique ampliamente porqué estas funciones son iguales.
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Los resultados, evidencian que los estudiantes universitarios al
momento de utilizar el concepto de funcion, en general, no sustentan sus
conclusiones para comunicar sus procesos en la resolucion de items y construir
justificaciones de acuerdo a lo considerado en el criterio 3, es decir, no
proporcionan razones sélidas sobre su propia conclusion. Lo que intentan hacer,
es identificar y argumentar solo si una afirmacion es verdadera o falsa,
dependiendo la situacién de contexto de la afirmacion. Lo que conlleva, que los
estudiantes no logren explicar una regla matematica, presentando una endeble
comprension del concepto de funcion. Esto implica que para tener una
comprension alta se deben desarrollar no solo habilidades para el
reconocimiento de aspectos de la funcién como su definicion, su discriminacion
0 su aplicacion, sino ademas considerar la habilidad para poder justificar tales
aspectos.

CONCLUSION

En este trabajo se presentd el anélisis de la comprension de treinta y
seis estudiantes universitarios acerca del concepto de funcién cuando
resolvieron seis items que aludieron al concepto mencionado. Para el anlisis
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se emple6 el marco de referencia de Albert y Kim (2015), el cual, permitio el
disefio de los items y conocer la capacidad de justificacion y argumentacién de
los estudiantes.

En las producciones escritas de los estudiantes se aprecia que la
mayoria de ellos, presentaron una comprension baja en la categoria habilidad
para justificar, lo que significa que no proporcionaron razones solidas para
justificar sus propias conclusiones. Al igual que en la categoria tres, entender
de donde viene una regla matematica, nuevamente la mayoria de los estudiantes
presentan una comprension baja del concepto de funcion, lo que da evidencia
que ellos s6lo demuestran habilidades de procedimiento o de memorizacién del
proceso Yy no lograron entender el uso de una regla matemética. Mientras que,
en la segunda categoria, entender por qué una afirmacién matemaética es
verdadera, se evidencia que la mayoria de los estudiantes manifestaron una
comprension media del concepto de funcion, puesto que emitieron un valor de
verdad correcto pero sus argumentos no validaron su postura en relacién a lo
afirmado.

En comparacion con lo mencionado por la Common Core State
Standards for Mathematics (2010), se puede concluir que los estudiantes
universitarios no presentan una comprension del concepto de funcién, ya que
no cuentan con la capacidad de justificar sus procesos matematicos de una
manera adecuada, en contraste con su madurez formativa. Por tanto, para
comprender un concepto matematico no solo se debe tener la habilidad
procedimental de desarrollar un ejercicio, se debe tener una combinacion de las
tres categorias mencionadas por Albert y Kim (2015). Para ello, los docentes
deben fomentar items que demanden a los estudiantes la necesidad no solo de
desarrollar un ejercicio de forma procedimental, sino que logren entender,
justificar y apropiarse de los conceptos matematicos, con el objetivo que se
preparen para su vida universitaria y profesional.

Por otra parte, de acuerdo a las razones presentadas por Prada,
Hernandez y Ramirez (2014) y lo encontrado en esta investigacién, se puede
ratificar que la comprension baja que manifiestan la mayoria de los estudiantes
sobre el concepto de funcion, se debe a que estos no priorizan la comprension
del concepto y de sus significados, debido a que se limitan a la manipulacion
algebraica del concepto, restringiendo asi su comprension. Lo cual,
probablemente que se deba a lo mencionado por Cuevas y Pluvinage (2017),
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quienes expresan que uno de los problemas de la ensefianza del concepto de
funcion, radica en como lo caracterizan los textos de matematicas, como un
objeto formal y no aplicado.

Es de notarse que hoy dia, nos encontramos en el periodo moderno del
desarrollo del concepto de funcion como se menciona en Diaz (2013), sin
embargo, aunque el concepto hace parte fundamental del desarrollo de la vida
de toda persona, se evidencia que, los estudiantes universitarios no han logrado
comprenderlo para asi poder comunicarse e interactuar de una forma asertiva
en la sociedad, a pesar de que, en sus niveles educativos anteriores han
trabajado con el concepto de funcion. Razon por la cual, se sugiere a los
profesores tanto de educacion media superior y superior, fomentar en sus
estudiantes la habilidad de justificar sus argumentos matematicos y profundizar
la ensefianza del concepto de funcion, méas desde lo conceptual que de lo
procedimental. Lo que se busca, es que el estudiante comprenda de dénde
provienen las reglas matematicas inmersas en el concepto, como usarlas y logre
argumentar su utilidad.

En relacién con uno de los propdsitos principales del marco de
referencia, particularmente el disefio de tareas de medicién que permitan
conocer el aprendizaje matematico del estudiante, se dio evidencia del disefio
de los items, los cuales fueron validados por usuarios y expertos. Permitiendo
conocer el nivel de comprension en que se encuentran los estudiantes
universitarios en relacion al concepto de funcion.
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Anexo. Test de items disefiados y aplicados a los estudiantes.

ITEMS

Sea R el conjunto de los niUmeros reales y considérese las funciones
de un subconjunto de R en ‘R.

1. Enuna representacion grafica, el criterio de la recta vertical nos ayuda
a determinar si esta corresponde 0 no a la representacion de una
funcién. Explique ampliamente por qué es suficiente utilizar este
criterio para validar esta afirmacion.

2. Considere el siguiente enunciado: “el crecimiento de un nifio puede ser
modelado por una funcion real de variable real”. La afirmacion anterior
es verdadera o falsa. Justifiqgue ampliamente su respuesta.

3. En las siguientes representaciones graficas, determine cuales
representan una funcion real de variable real. Explique ampliamente
por qué.
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4. Considere las siguientes representaciones graficas de funciones de
dominio real con variable real y clasifiquelas en grupos diferentes
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segun sus caracteristicas. Explique ampliamente su respuesta.
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5. Las siguientes representaciones estan asociadas a una misma funcion real
de variable real. Explique ampliamente por qué esta afirmacion es
verdadera.
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x + 1, en el dominio R-{2}. Explique ampliamente por qué estas
funciones son iguales.

6. Considérese las funciones definidas por f(x) =
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