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RESUMEN

Contexto: Diferentes investigaciones han evidenciado las
dificultades que presentan los futuros profesores de matematicas para
articular los elementos de una funcion, en particular sus diferentes

representaciones, lo que ha motivado este estudio. Objetivo: analizar la
articulacion que futuros profesores de matematicas, hacen de las representaciones
semioticas y significados parciales de la nocion funcion. Disefio: Se utilizé un disefio
cualitativo. Entorno y participantes: La muestra de informantes estuvo conformada
por 37 futuros profesores de matematica de una universidad chilena. Recoleccion y
analisis de datos: Para recoger la informacion se aplicaron entrevistas basadas en las
respuestas dadas por los futuros profesores al resolver situaciones problema que
involucran relaciones funcionales, de las que debian producir y conectar sus
representaciones, tanto con elementos conceptuales, como del contexto sociocultural.
La informacion se proceso utilizando la técnica analisis de contenido. Resultados: Los
resultados evidencian buen estado de desarrollo de la dimension matematica del
conocimiento didactico-matematico de los participantes. Respecto al conocimiento
didactico, mientras unos lograron articular adecuadamente los significados parciales de
funcion, y las representaciones producidas, otros muestran limitaciones, al no poner al
servicio del conocimiento matematico, el conocimiento con el que potencialmente
pueden llevar a cabo situaciones de ensefianza, estableciendo pocas conexiones entre
los elementos de las representaciones producidas, con elementos conceptuales y
socioculturales correspondientes. Conclusiones: Se concluye sobre la necesidad de
implementar estrategias que les permitan a los futuros profesores, articular los
significados parciales y las representaciones de una funcién, con elementos
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conceptuales y socioculturales, que los lleve a visionar potenciales actividades de
ensefianza de este concepto.

Palabras  claves:  Futuros  profesores;  Articulacion;  Funcion;
Representaciones semidticas; Significados parciales de la nocion funcion.

Estratégias de futuros professores de matematica ao articular representagdes de
uma fungio

RESUMO

Contexto: Diferentes investigacdes tém mostrado as dificuldades que os
futuros professores de matematica apresentam para articular os elementos de uma
fung¢do, em particular suas diferentes representacdes, o que motivou este estudo.
Objetivo: analisar a articulagdo que os futuros professores de matematica fazem das
representagdes semioticas e significados parciais da nogdo de funcdo. Design: Um
design qualitativo foi usado. Design: Um design qualitativo foi usado. Ambiente e
participantes: A amostra de informantes consistiu de 37 futuros professores de
matematica de uma universidade chilena. Recolha e analise dos dados: Para recolher
as informagdes, foram aplicadas entrevistas a partir das respostas dadas pelos futuros
professores na resolugdo de situagdes-problema envolvendo relagdes funcionais, das
quais estes deviam produzir e ligar as suas representagdes, tanto com os elementos
conceptuais como com o contexto sociocultural. As informagdes foram processadas por
meio da técnica de analise de conteudo. Resultados: Os resultados mostram um bom
estado de desenvolvimento da dimensdo matematica do conhecimento didatico-
matematico dos participantes. No que diz respeito aos conhecimentos didaticos,
enquanto uns conseguiram articular adequadamente os sentidos parciais da fungdo e as
representa¢des produzidas, outros apresentam limitagdes, por ndo colocarem a servigo
do conhecimento matematico, o saber com o qual potencialmente podem realizar
situacdes de ensino, estabelecendo poucos. conexdes entre os elementos das
representagdes produzidas, com os correspondentes elementos conceituais e
socioculturais. Conclusdes: Conclui-se sobre a necessidade de implementagdo de
estratégias que permitam ao futuro professor articular os significados e representagdes
parciais de uma fungdo, com os correspondentes elementos conceituais e socioculturais,
que os leve a vislumbrar potencialidades pedagdgicas desse conceito.

Palavras-chave: Futuros professores; Joint; Funcdo; Representagdes
semioticas; Significados parciais de fungao.

INTRODUCCION

El disefio y andlisis de actividades con fines de ensefianza, y, que a
menudo comprenden tareas cognitivas complejas, no es sencillo, ya que en
matematicas el acceso al objeto de estudio es exclusivamente semiotico, y toda
actividad matemadtica consiste en la transformacion de una representacion en
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otra representacion (Duval, 2017). Por lo que, orientar un proceso de ensefianza
y aprendizaje del objeto matematico funcion, requiere de quien lo haga, que
tenga bien desarrollado su pensamiento funcional con fines didacticos, y
dominar diferentes significados de esta nocion (Biehler, 2005). Necesita,
ademas, tener gran dominio de situaciones de variacion y cambio, que faciliten
la generalizacion de patrones y leyes que vinculen la visualizacion, exploracion,
manipulacion y uso de multiples formas de representacion (National Council
of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000), que faciliten una solucién
socialmente compartida, de situaciones que involucren este concepto (Dolores,
2013). Segtin Dolores (2013) y Kieran et al. (2016), el estudio de situaciones
de variacion y cambio es imprescindible para estructurar y desarrollar el
razonamiento algebraico, e indispensable para el acceso al calculo. Asimismo,
el estudio de las funciones a través de sus multiples formas de representacion,
ayudan al docente a favorecer en quien aprende, una construccion integral de
este concepto, y a minimizar sus dificultades en el proceso de construccion del
mismo (Even, 1998; Gagatsis & Shiakalli, 2004). Esto porque cada
representacion proporciona informacion diferente del objeto, lo que facilita que,
en cada una de ellas se muestren distintos aspectos, que, aunque pueden diferir
en su apariencia, en su conjunto conducen a un significado integral de éste, por
lo que se requiere de la coordinacion y el funcionamiento en sinergia de dos o
mas de sus representaciones, como base para su conceptualizacion (Duval,
2017; Siegler et al. 2013).

A pesar de la importancia de la nocion funcion como articulador
curricular, en los planes de estudio de matematicas (Steele et al., 2013), y como
herramienta modelizadora, tanto estudiantes, como profesores en formacion,
presentan vacios y limitaciones conceptuales con su aprendizaje (Amaya, 2020).
Pues, diversos estudios (Even, 1998; Amaya et al., 2016; Bueno & Pérez, 2018),
han reportado dificultades en su comprension, asociadas con su ensefianza y su
aprendizaje. Algunas de esas dificultades se relacionan con el desconocimiento,
produccién o articulacion de los registros y representaciones de esta nocion
(Panaoura et al., 2016), en todos los niveles académicos, asi como con su uso
consciente en contextos socioculturales (Amaya, 2020), y, en los procesos de
su ensefianza y aprendizaje se prioriza lo procedimental, dejandose de lado su
desarrollo conceptual (Dolores, et al., 2018).

Lo anterior podria resultar problematico, si se tiene en cuenta que la
incomprension de las representaciones de un objeto matematico, por parte de
quien orienta el proceso de ensefianza y aprendizaje, hace que €stos no puedan
asignar significados especificos a los objetos que orientan. Lo que en el caso de
la nocién funcidn, puede derivar en concepciones variadas de su significado,

35 Acta Sci. (Canoas), 25(2), 33-66, Mar./Apr. 2023



concibiéndola asociada a las distintas representaciones que, de ella se puedan
reproducir (Adu-Gyamfi & Bossé, 2014; Rojas, 2015), llevandolos a confundir
el objeto representado con su representante (Duval, 2017). Tal confusion segiin
Amaya (2020) se debe a que la funcion no se estudia de manera integral, lo que
se estudian son representaciones aisladas, y desconectadas de ésta.

Como puede apreciarse, el abordaje de las funciones a través de sus
multiples representaciones, juega un papel muy importante en la comprension
del concepto, y si quien orienta el proceso de ensefianza, no hace un estudio
adecuado, que facilite que el aprendiz visiones diferentes significados y haga
la integracion de sus registros y representaciones, pueden generarse obstaculos
que limiten su aprendizaje, y el de otros conceptos mas avanzados, que
requieren la comprension previa de éste.

La pregunta que orientd el proceso de investigacion fue: como los
futuros profesores de matematica, articulan las representaciones semioticas y
los significados parciales de la nocion funcion. El trabajo fue motivado por la
inquietud de los autores por obtener resultados que facilitaran comprender
como los futuros profesores de matematicas, producen y articulan
representaciones de relaciones funcionales, asi como, el analisis que hacen de
los sistemas semidticos emergentes producidos, considerados elementos
fundamentales, para que puedan utilizar con fines de ensefianza, la nocion
funcion. Dicho anélisis enfatiza la necesidad de implementar estrategias
didacticas que posibiliten a los profesores en formacion, hacer un abordaje de
las funciones a través de sus registros y representaciones, y articular sus
elementos, de tal forma que, les permitan proyectar potenciales actividades de
ensefianza, que faciliten en sus futuros estudiantes, la reconstruccion y
articulacioén de diferentes significados de esta nocion. Esto, entre otras cosas,
porque el entrenamiento explicito de futuros profesores sobre diferentes
dimensiones de los significados de una funcion, les permite basar su ensefianza
en multiples significados del concepto, de forma que faciliten un aprendizaje
global de éste, al reestructurar y enriquecer los significados parciales que
asocien con el concepto (Biehler, 2005). Asimismo, segun Zarhouti et al. (2014),
el uso de registros y representaciones, ademas de facilitar la comprension
integral del concepto, facilitan el analisis de las producciones de los estudiantes,
por lo que su entendimiento constituye un aporte a los procesos evaluativos en
matematicas.
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APROXIMACIONES TEORICAS
Sobre el conocimiento didactico-matematico

El profesor, ademas del dominio de la dimensiéon que acredite su
conocimiento matematico (conocimiento comun y ampliado), debe saber como
ensefiar (conocimiento didactico), es decir, paralelamente debe desarrollar su
dimension didactica (Schoenfeld & Kilpatrick, 2008). La dimension
matematica, le permite al profesor escoger tareas apropiadas y resolverlas
utilizando distintos procedimientos, adecuandolas al nivel educativo donde
ensefia, ademas, producir diversas representaciones del objeto matematico que
ensefla y poder vincularlo con otros objetos matematicos de ese nivel o de
niveles tanto anteriores, como posteriores (Ball et al., 2008; Pino-Fan & Godino,
2015).

En cuanto a la dimension didactica, facilita al profesor, saber como
ensefiar: hacer transposiciones didacticas adecuadas a quienes ensefa, articular
los elementos de las diferentes representaciones, que de un objeto logre
producir (Amaya et al., 2016). Asimismo, le permite comprender y movilizar
la diversidad de significados parciales para un mismo objeto matematico,
proporcionar diversas argumentaciones, ¢ identificar los conocimientos puestos
en juego durante la resolucion de una tarea matematica y, ademas, proyectar y
prever las posibles dificultades que se susciten en el desarrollo del proceso de
ensefianza y aprendizaje (Pino-Fan et al., 2015). Todos estos conocimientos
debe poderlos articular con las teorias de aprendizaje, y los elementos
curriculares (Steele et al., 2013), que le permitan entender las necesidades
cognitivas y ontogenéticas de quien aprende y tomar decisiones basadas en los
logros de sus estudiantes.

En relacién con las tareas que el profesor propone a sus alumnos,
ademas de ser apropiadas a sus capacidades, deben permitir gestionar su
discurso (NCTM, 2000) y una interaccion permanente en el aula, para que éstos
ganen seguridad y autonomia. De esta manera, para que dichas tareas logren
comprometer al estudiante en un proceso de solucion, deben ser de interés para
¢l y muy asociadas al contexto donde se desarrollan los aprendizajes (Dolores,
2013). Un proceso con estas caracteristicas podria ser la clave para la
comprension de los saberes involucrados en una clase de matematicas (Rojas,
2015).

Para lograr lo anterior, es necesario introducir las transformaciones
didacticas necesarias para que el estudiante dedique el tiempo necesario a
resolver las actividades que se le planteen, hasta llegar a poner en paralelo los
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elementos de las diferentes representaciones del objeto matematico que se
estudie. Esto puede ser un fuerte determinante del éxito del proceso, ya que
segin Pino-Fan et al. (2017) en la capacidad del profesor de producir
representaciones semioticas de los objetos matematicos estudiados y en la
posibilidad de establecer conexiones entre ellas, podria estar la clave para que
el estudiante pueda asignarle significados y sentido a tales objetos y llevarlos a
procesos comprensivos adecuados. Pero el mismo docente debe dominar tales
conocimientos, asi que, en su proceso formativo, necesita ganar la versatilidad
representacional que le permita realizar conexiones entre representaciones de
un mismo objeto, haciendo las interacciones conceptuales y procedimentales
correspondientes (Thomas, 2008), y, en su interaccion con pares, valide las
actividades didacticas que disefie, sus soluciones, y proyecten potenciales
formas de desarrollarlas.

Registros y representaciones semidticas

La semiotica es la disciplina que estudia los sistemas de signos con
intencién comunicativas (Rojas, 2015), y la noesis es todo acto cognitivo que
facilite la comprension de un concepto (Peirce, 1974). Duval (2017) considera
que la noesis no es posible sin la semiosis, ademas, segun Peirce (1974) toda
experiencia de una persona ya viene semiotizada, por lo que es natural que, si
se emprende un estudio con intencién comunicativa, éste lleve asociado un
sistema de signos, pues los objetos matematicos son ideas abstractas que no se
pueden manipular directamente, lo que puede manipularse son sus
representaciones, por lo que es fundamental el estudio de los registros y las
representaciones semidticas como unico medio de acceso a los conocimientos
matematicos (Duval, 2017).

Las representaciones semidticas son construcciones por medio de
signos con las que las personas exteriorizan sus representaciones mentales
(Duval, 2017), y los registros son los contenedores que permiten configurar
dichas representaciones (Amaya, 2020), éstos tienen sus propias reglas y
sistemas de signos, aunque algunas reglas y signos son compartidos con otros
registros. Las representaciones de un objeto admiten dos tipos de
transformaciones: tipo conversion y tipo tratamiento. Una transformacion es
tipo conversion, cuando se hace cambiando de registro, es decir, las
transformaciones se hacen por elaboracion semantica, al cambiar de registro se
cambian también los simbolos y las reglas, sin cambiar el significado del objeto
que se representa. Una transformacion es tipo tratamiento, cuando se hace al
interior de un registro, con sus simbolos y reglas, sin embargo, pueden hacerse,
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tanto por elaboracion semantica: cuando se cambian los simbolos al hacer la
transformacion, como por modificacion sintactica: cuando se mantiene el
mismo sistema de simbolos y éstos solo se manipulan, al realizar operaciones
indicadas, o se continlia con un procedimiento previo.

De acuerdo a lo anterior, toda actividad matematica consiste en la
transformacién de una representacion en otra representacion, ya sea por
conversion o por tratamiento. Sin embargo, la idea matematica o el concepto
estan ocultos, codificados en sus representaciones, pero no hay una
correspondencia uno a uno entre un objeto matematico y cualquiera de sus
representaciones, encontrandose caracteristicas particulares del objeto en cada
una de ellas. Asi pues, todas las representaciones no contienen la misma
informacion, por lo que ninguna de ellas representa al objeto en su totalidad,
pero algunos elementos pueden coincidir en diferentes representaciones (Duval,
2017). Esto hace necesario el estudio del mayor nimero de representaciones, y
hacer coincidir los elementos identificables en varias de ellas, para poder
articular las caracteristicas globales del objeto en estudio, de la manera mas
integral posible.

Cuando los elementos de dos representaciones coinciden, y tienen el
mismo orden de aprehension, éstas son congruentes, de lo contrario se dice que
son incongruentes (Duval, 2017). En algunos casos, la falta de congruencia,
impide a quien aprende, articular los elementos de los objetos matematicos,
ocasionando diferencias de significado para un mismo objeto; asociandolo, al
registro o la representacion donde lo logre producir (Rojas, 2015). Esto
condiciona la relacion entre los objetos matematicos y sus diversos registros y
representaciones, y la forma de acceder a ellos, ya que, de la conciencia de su
uso, por parte de quien orienta los procesos de ensefianza y aprendizajes, va a
depender en gran medida, la comprension conceptual por parte de los
estudiantes (Pino-Fan et al., 2017).

Las funciones y sus configuraciones epistémicas

El concepto de funcion ha sido fundamental en el desarrollo de la
humanidad (Hitt, 1998), y seglin Rey et al. (2008), su génesis se fundamenta en
el desarrollo del concepto de ntimero. Los elementos basicos que constituyen
una funcion son los conjuntos de valores que pueden adquirir sus variables
(Dolores, 2013), y los parametros que la componen, los cuales pueden ser
ostensibles en algunas de las representaciones que la modelan. Algunas de las
configuraciones epistémicas reportadas por Amaya (2016, p.33) son:
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e Como una relacion de correspondencia entre variables: relacion en
la que a cada valor en la variable de entrada le corresponde uno y
so6lo un valor de la variable de salida.

e Como correspondencia entre elementos de dos conjuntos: una regla
en la que cada elemento del conjunto de partida debe estar
relacionado con un Unico elemento del conjunto de llegada.

e Como regla de asignacion: a cada valor de la variable
independiente se le hace corresponder un Uinico valor de la variable
dependiente.

e Como conjunto de pares ordenados: una funcion f es un conjunto
de pares ordenados (a, b) € f, con la condicion de que la primera
componente no se repite en ningin par del conjunto, y que para
todo elemento a del dominio de f, existe un elemento b del
codominio de f, tal que (a, b) € f.

e Como relacion entre dominio e imagen: paso de un estado inicial a
un estado final o transformado: relacion que a cada numero
perteneciente al dominio D, le asocia un nico resultado numérico
de entre las imagenes f(x).

e Como criterio de la recta vertical: si se traza una recta vertical por
cualquier parte del plano, si la recta corta la grafica, la corta en una
sola parte, de lo contrario la grafica no representa una funcion.

Muy de la mano de las configuraciones epistémicas de la nocidon
funcion, en determinados periodos historicos, movilizados para resolver
situaciones problema que las involucran, estan sus significados parciales (Pino-
Fan et al., 2011), pues, ambos han estado presentes en la evolucion de este
concepto. Pino-Fan et al. (2019), reportan que la nocidén funcién, en su
desarrollo historico, ha tenido al menos seis significados parciales: i) la funcion
como correspondencia; ii) la funcién como relacion entre magnitudes variables;
iii) la funciéon como representacion grafica; iv) la funcién como expresion
analitica; v) la funcién como correspondencia arbitraria; y vi) la funcion a partir
de la teoria de conjuntos.

También, asociado a las configuraciones epistémicas y a los
significados parciales de la nocion funcion, estan las relaciones funcionales, las
cuales son funciones identificables en un contexto concreto determinado, que
facilitan el desarrollo de habilidades de pensamiento funcional, entendido como
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el proceso mental referido a las formas en que una persona piensa al relacionar
cantidades variables, para resolver un problema cotidiano.

La nocion funcion como uno de los elementos fundamentales para el
estudio del calculo, por su naturaleza variacional, requiere para su estudio, de
situaciones de variacion y cambio. El cambio se refiere a la medida en que una
magnitud se modifica en relacion a otra o a si misma, y, la variacion esta
relacionada con la cuantificacion del cambio, o con la descripcion o medida de
una caracteristica cambiante en un proceso. Dolores (2013) y Rey et al. (2008)
consideran fundamental que se pueda comprender el modo en que las funciones
cambian y como se relacionan sus elementos, y éstos con otros elementos
curriculares y socioculturales, asi como, la relacion entre sus diferentes
registros y representaciones. Por lo que es esencial en los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las funciones, recurrir a los contextos
socioculturales como contenedores de las relaciones funcionales. El recurso a
relaciones funcionales para estudiar funciones, facilita un analisis covariacional
entre sus variables (Hitt & Morasse, 2009), pues permite, centrar el estudio en
la covariacion interdependiente de dos cantidades, y analizar, el efecto de un
cambio en los valores del dominio sobre los del rango o viceversa, y segin
Thompson y Carlson (2017), el entendimiento de la funcién como covariacion
es fundamental para el desarrollo matematico de los estudiantes.

Asi como ha sido dispendioso el desarrollo del concepto de funcion
(Wills et al., 2014), los procesos de su ensefianza y aprendizajes, también lo
han sido (Font, 2011). El anélisis de dificultades en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las funciones, por parte de quien ensefia es necesario, pues, esto
permite minimizar los desajustes en el proceso de aprendizaje, y podria evitar
el establecimiento de obstaculos epistemoldgicos, en quien aprende, al respecto,
Bueno y Pérez (2018) consideran que, a través de transposiciones didacticas
apropiadas, es posible minimizar los obstaculos que han aparecido
histéricamente con el aprendizaje de las funciones.

ASPECTOS METODOLOGICOS
Tipo de estudio

Es un trabajo cualitativo y exploratorio, donde se analiz6 la articulacion
entre representaciones y significados parciales de la nocion funcidn, hechas por
estudiantes de un programa de formacion de profesores de matematicas,
mientras resolvian situaciones problema que involucran funciones, y
proyectaban la forma de orientar una clase con dichas situaciones. La intencion
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era que los futuros profesores reflexionaran sobre como conectar las
matematicas que estan aprendiendo en los cursos de matematicas en su
programa formativo, con la forma de proyectar potenciales actividades de
ensefianza utilizando funciones, que les permitan vincular sus conocimientos
adquiridos, con las necesidades de aprendizaje de sus futuros estudiantes
(Feikes & Schwingendorf, 2008). Con este fin se les puso a trabajar con
relaciones funcionales, que facilitaran conectar, los elementos de las
representaciones de las funciones involucradas, tanto con elementos
conceptuales, como con elementos del contexto sociocultural. Con esto se
pretendia extraer informacion sobre la comprension que los futuros profesores
tenian sobre la nocion funcién, en interaccion con sus propios compaferos, y
en el acercamiento al conocimiento socialmente compartido y aceptado por la
comunidad de educadores de matematicas (Arcavi, 2020), reflexionaran sobre
la forma de ensefiarlo.

Muestra de informantes

La muestra de informante la conformaron 37 estudiantes de un
programa de Pedagogia en educacion media en matematicas de una universidad
chilena. La muestra se seleccioné intencionalmente, teniendo como criterios de
inclusion que cada participante estuvieran cursando la asignatura Didactica del
calculo, la cual es orientada por uno de los investigadores. Esta asignatura se
ofrece en el programa, en el segundo semestre del tercer afio de la carrera, y
tiene como prerrequisitos las asignaturas Introduccion al algebra, Introduccion
al analisis, Analisis discreto, Analisis continuo e Integrales y aplicaciones.
Estos profesores en formacion al momento de recoger la informacion ya habian
cursado, las asignaturas Introduccion a la didactica, Didéctica de la aritmética,
Didéctica de la geometria, Didactica del algebra, y, ademas, dos de las cuatro
practicas pedagogica que se ofrecen en el programa, y, solo les faltaba realizar
la practica profesional. El programa tiene una duracion de 9 semestres.

En el desarrollo de la asignatura Didactica del Calculo, los futuros
profesores interactuaron, mientras resolvian situaciones que involucran
funciones, preparaban y/o simulaban clases para estudiantes de ensefianza
media, con dichas actividades. En el desarrollo de tal asignatura la atencion se
centré en los conocimientos y habilidades que un profesor de matematicas
pudiera necesitar para lograr una instruccion que facilite, de la mejor manera,
el aprendizaje de los estudiantes (Schoenfeld & Kilpatrick, 2008; Ball et al.,
2008; Pino-Fan & Godino, 2015). Fue un proceso interactivo y dinamico, de
colaboracion entre pares, por lo que se prestd para resaltar y fortalecer los
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avances, corregir y tratar de minimizar errores cometidos en el proceso de
solucion de las situaciones, y de la proyeccion de las clases. Segin Schoenfeld
(2011), tradicionalmente este tipo de ensefianza diagndstica, no se lleva a cabo
con los aprendices para profesor, y luego de su graduacidon, les toca
empoderarse de ello por su propia cuenta, sin embargo, lo considera
indispensables como parte fundamental de su proceso formativo.

Recoleccion de la informacion

La informacion se recogid durante el segundo semestre de 2019, y para
recogerla se aplicaron entrevistas semiestructuradas basadas en tareas (Goldin,
2000), las cuales se aplicaron a grupos de tres o cuatro futuros profesores,
conformados libremente. Los encuentros se realizaron en la clase de Didactica
del Calculo, con una duracién de dos horas cada uno. Como entrevistadores
participaron tres profesores: el titular de la asignatura y dos invitados, quienes
rotaban en los grupos de trabajo, haciendo las entrevistas y registrandolas en
videos. En cada encuentro, a cada subgrupo de futuros profesores, se les pidio
escoger una situacion con la que debian trabajar, y mientras la resolvian, o luego
de resolverla se les iban haciendo preguntas basadas en las respuestas dadas a
la tarea. Se indago sobre los elementos producidos, las relaciones entre ellos y
coémo utilizarlos para proyectar una clase para estudiantes de ensefianza media,
utilizando dicha situacion.

Instrumentos utilizados para recoger la informacion

En el proceso de seleccion y disefio de las actividades, en conjunto con
los profesores en formacidon, se cred un banco de situaciones problema,
indagando en reportes o articulos de investigacion (Arce et al., 2004), libros
(Farfan, 2012; Dolores, 2013) y material clasificado a disposicion del publico
en la web (Godino et al., 2003; Secretaria de Educacion Publica, 2004). Se
buscaban actividades especificas que facilitaran a los futuros profesores,
contextualizar las funciones con fines de ensefanza (Biehler, 2005). En el
proceso de busqueda, se escogieron aquellas actividades, que mejor se ajustaran
al trabajo didactico con funciones, por facilitar la producciéon de un gran
niumero de sus representaciones, y el establecimiento de conexiones con
elementos conceptuales y del contexto sociocultural (Amaya, 2016).
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A continuacion, en las Figura 1 y 2 se presentan un par de las
situaciones seleccionadas por los futuros profesores, para el trabajo que aqui se
reporta.

Figura 1

Primer ejemplo de las situaciones que se presentaron y de las cuestiones por
las que se indago.

Enunciado:

Sitmaciom 1. Se quiere constnur una caja sin tapa, uflizando una hoja de papel tamafio carta
(21, 8cm=28, Tem), al quitar en las esquinas cuadraditos de lado ¢ doblando los pliegues hacia armiba, hasta
formar la caja como =e 1lustra en 1a sisniente figura
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Cuestiones por las que se indagaron

iCuéles zon las dimensiones de la caja, i se quiere que su volumen sea maximo?

Como sabes que esas dimensiones te dan el maxime volumen?

iQue elementos son comunes entre las representaciones encontradas para el volumen? E mterprétalos.
iCuél es el dominio y el rango para la relacion funcional que modela el volumen de la caja?

(Qué cantidades interviensn en la sitwacién? ;Cudles varian y cudles permanecen fijas (son constantes)?
i Que relacion de dependencia existe entre las variables?

iCudl es el drea lateral de la caja?

iQue relaciones puedes establecer entre las representacicnes del area lateral?

iCual es el dominio y el rango para la relacion funcional que modela el drea lateral de la caja?

;Existe algiin tipo de relacién de dependencia entre el volumen de la caja v su drea lateral?
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Figura 2.

Segundo ejemplo de situaciones que se presentaron y de las cuestiones por las
que se indago.

Enunciado:

Situacién 2. Una personz planea hacer una edicion especial de una de las obras de Gabriel Garcia Mérguez,
titulads “Felato de un nanfrage™ La funcidén que relaciona el precio v el nimers de sjemplares estd dada
por la primera grafica. en tanto que sus costos se describen en la segunda grafica.

T iprecio en pesos) 1Y peosted e miles ol pesos) B

N jepemplaves)

AR —— e T T T T TR

Cuestiones por las gque se indagaron
L Cusntos ejempla.res se deben prﬂdu.cn para que el precio por ejemplar sea de $1200 y $1400 pesos
respec:tn'amente
Cuil es el costo de produckion de 300, 800, 1200, 1700 ¥ 2100 ejemplares respectivamente?
LOu.a’mtos ejemplares se deben preducir v vender para obtener una ganancia de $700.000 v $800.000 pesos
respectivamente?
20 cantidades imtervienen en la situacion? ;Cudles varian v cuales som fijas?
4 Qué relacién de dependencia existe entre las variables?
iCuil ez el dominio ¥ el rango para las relaciomez fimcionales que modelan el precio, los coztos v las
Eanancias respectivamente”
iCudles zon los precio: maximo ¥ minimo al cuzl se pueden vender los ejemplares que se produzcan, si se
gota la edicion?
¢Cuantos ejemplares se deben tirar?
‘_,Que ganancia obtendra? ;Cuanto tendra que invertir en la edicicén?
J0ué elementos comunes puel:les distinguir entre las representaciones que encontraste para el precio, los
costos v para las ganancias respectivaments?
E= posible que el editor tenga la misma ganancia vendiendo diferentes niimeros de ejemplaras? ; Cudntos?
Explica la sitnacion.
Para qué cantidad de gjemplares producidos, las ganancias son iguales a los costos de produccidn?
;0ué relacionas puedes estzblecer entre las representaciones del precio, los costos v las ancias?

El enunciado de ambas situaciones corresponde a una relacion
funcional, la situacién 1, estd planteada en una combinacion de los registros
coloquial y figural como registro principal; y aunque este tipo de cajas como
empaques, ya estan en desuso, desplazados por nuevos modelos generados por
computador, su utilidad con fines didacticos, sigue vigente, por facilitar la
produccion de un gran numero de sus representaciones (Amaya, 2020), lo que
facilita conectarlas entre si, y con elementos conceptuales y socioculturales. La
situacion 2, estd planteada en una combinacion de los registros coloquial y
grafico.

A continuacion, se describen algunas transformaciones y se muestran
varias representaciones de la relaciéon funcional de la situacion 1, en los
registros figural, tabular, grafico y algebraico, como registros auxiliares, y se
sefalan algunos elementos comunes en varias de ellas. El orden de produccion
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de las representaciones lo decide quien las produce, por lo que éste puede ser
cualquiera.

Al comenzar a manipular la hoja y quitar cuadraditos en las esquinas
se tiene una representacion fenomenologica como primer registro auxiliar, ya
que ésta, corresponde al suceso generado al manipular la hoja, hasta obtener la
caja que se pide construir (Amaya & Medina, 2013). Cuando se pliegan los
lados hacia arriba para formar la caja, se hace una transformacion tipo
tratamiento, ya que no se ha salido del registro fenomenologico, pasando de
una caja de altura cero (0), a otra de altura 1. Al tratar de ilustrar figuralmente
la situacién descrita anteriormente, se pasa del registro fenomenologico al
figural, a través de una transformacion tipo conversion, obteniéndose un dibujo
como el de la Figura 34, y al seguir manipulando la hoja hasta obtener una caja
como la mostrada en la Figura 35, las transformaciones realizadas son tipo
tratamiento, ya que se hacen sin abandonar el registro figural.

Si se toma la caja construida en el registro fenomenoldgico, o la
representacion figural mostrada en la Figural, como registro principal, y se
utiliza la definicion de area de un rectangulo, por conversion se obtiene una
representacion algebraica del area lateral de la caja, como la que se muestra en
la Figura 3c; las trasformaciones realizada en este paso, por ser tipo conversion,
se hacen por elaboracion semantica, por lo que implican un cambio de registro
y de simbolos. Al realizar sucesivas transformaciones tipo tratamiento, como
las mostradas en la Figura 34, se llega a la expresion A(l) = 625,66 — 412, que
es una representacion algebraica simplificada del area lateral.

Ademads de producir las representaciones del objeto en estudio, es
posible establecer congruencias (Duval, 2017) entre los elementos ostensibles
en algunas de ellas, es decir, es posible hacer un analisis comparativo entre
algunos de los elementos de dos o mas representaciones en diferentes o en el
mismo registro (Pino-Fan et al., 2017). En este caso, al comparar los elementos
de las representaciones producidas, se puede apreciar que en las Figuras 36 y
3d, los elementos de igual color en ambas, son equivalentes, por lo que, las
representaciones mostradas en dichas figuras son bastante homogéneas. En las
representaciones tabular (Figura 3e), grafica (Figura 3f) y analitico algebraico
(Figura 3d), se pueden evidenciar elementos como A (0) y A (10.9), del registro
analitico-aritmético, que en el registro cartesiano serian A (0, 625.66) y A (10.9,
150.42) respectivamente. No obstante, la concavidad de la funcion, solo es
ostensible en la representacion grafica, por lo que, respecto a esta caracteristica,
la representacion grafica (Figura 3f), resulta heterogénea con las demas
representaciones.
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Figura 3.

Transformaciones tipo conversion y tipo tratamiento del darea lateral de una
caja sin tapa.

Conversion Tratamiento

Se quiere construir una caja sin tapa quitando cuadraditos de lado €en
las esquinas de una hoja de papel tamafio carta de 21.8cmx28.7cm
Se pide @ los estudiantes obtener el drea lateral de la caja.

¢ { — —\Z_r.n

Cortar p —_— -_— ¢ {"P'd_— ~—
- S T

Cortar . - z

> ¢ ¢ 2.5-2
e ¢ Figura3a Figura 3b
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10.9 150,42 igura 3d
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Por otra parte, son muy pocos los elementos ostensibles en el registro
coloquial, lo que hace pensar que las representaciones producidas en éste,
resultan bastante heterogéneas con las demas representaciones. Esta falta de
homogeneidad es solo aparente, ya que, en el paso a paso de las trasformaciones,
van apareciendo elementos comunes a varias representaciones, y es el registro
coloquial el que permite establecer las articulaciones entre registros y
representaciones. Es decir, una vez desarrollada cierta fluidez perceptual por
parte de quien orienta el proceso (Rau et al., 2017), es necesario que éste
desarrolle también, cierta fluidez verbal, y argumente sobre los elementos
comunes, visibles en varias representaciones producidas del objeto estudiado,
para poder conectarlas, con elementos conceptuales y socioculturales, que
faciliten su articulacion, y asignacion de significados y sentidos, que permitan
afectar positivamente la arquitectura cognitiva de quien aprende.
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Esta relacion entre los objetos matematicos, sus diversas
representaciones y los contextos socioculturales como contenedores de las
relaciones funcionales, condiciona su relacion, ya que las transformaciones en
matematicas no pueden llevarse a cabo prescindiendo de un sistema semiotico
de representacion (Pino-Fan et al., 2017). Ademas, porque los procesos de
asignacion de significado y sentido para dichos objetos, requieren del
establecimiento de congruencias entre las diferentes representaciones, con
elementos de la representacion fenomenolodgica asociada al objeto estudiado.

Tratamiento y analisis de la informacion

Tratando de ganar fiabilidad en la informacion recogida, se hizo una
interaccion triadica, entre las respuestas de los futuros profesores, las
cuestiones por las que indagaron los investigadores, y el conocimiento puesto
en juego (Koichu & Harel, 2007). En las respuestas de los futuros profesores,
se centrd la atencidon en los significados parciales de funcion movilizados al
resolver la tarea (Pino-Fan, et al., 2019), y en las transformaciones tipo
conversion o tipo tratamiento, que lograran producir de las representaciones de
una funcioén y las conexiones que lograran establecer (Duval, 2017), tanto con
elementos conceptuales, como socioculturales (Amaya et al, 2016). A partir de
la identificacion de estos elementos se analizaron, tanto los avances logrados,
como los errores conceptuales de los participantes. En la Tabla 1, se muestran
las categorias de andlisis previas, utilizadas para revisar el trabajo que aqui se
reporta.

Tabla 1

Categorias de andalisis e indicadores o criterios utilizados para el analisis.

Categorias de analisis Pautas o Criterios para el analisis
Trabajo colaborativoenla a) Valoracion del trabajo, tanto propio,
solucion de las tareas y como de los compatfieros
simulacion de las clases b) Involucramiento en la solucion de las

tareas

€) Reconocimiento de si y del otro como
formador social

Caracteristicas de las a) Identificacion e interpretacion de los
soluciones dadas a las elementos de la funcion
tareas
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b) Significados de la funcion movilizados
en la solucion de la tarea

Caracteristicas de los a) Produccion de diferentes registros y
sistemas semiodticos representaciones.
emergentes producidos b) Relacion entre el registro de partida

utilizado y el significado de funcion
movilizado en la solucién de la tarea.

¢) Conexiones entre representaciones, y de
éstas con elementos conceptuales y
socioculturales correspondientes

El procesamiento de la informacion oral, asi como de la escrita, se hizo
a través de la técnica analisis de contenido, de acuerdo a la agrupacion de ideas
basicas por criterios tematicos o temporales, o por segmentacion de unidades
(Bernardez, 1995). Posteriormente se describieron cualitativamente las
caracteristicas de los hallazgos y se analizaron frente a los referentes teoricos
consultados. En la presentacion de los resultados se escriben las etiquetas G;,
donde i = 1, 2, ..., 10 corresponde al i-ésimo grupo de trabajo, en los que se
subdividio a los futuros profesores participantes en este estudio.

RESULTADOS Y ANALISIS DE LA INFORMACION

Respecto al trabajo colaborativo, en cada encuentro los futuros
profesores, aunque estuvieran reunidos en grupos, cada uno trataba de resolver
individualmente la situacion seleccionada, y enseguida discutian sus
soluciones. En este proceso de solucion individual de las situaciones, similar a
lo reportado por Gonzato et al. (2011), la totalidad de los profesores en
formacion logrd resolver parcialmente la tarea, la mayoria se mostraban
inseguros de sus soluciones, las cuales debian validar con los compafieros que
tenian los mejores promedios académicos en el desarrollo de la carrera, o con
los profesores. Notandose que valoraban mejor el trabajo de unos compafieros
que el de otros, e incluso, que el propio. Ya como grupos, compartian los
fragmentos elaborados por cada participante, y cada uno trataba de armar una
solucion mas integral, y con ésta, de defender su postura ante las preguntas de
los profesores, pero solo los miembros de los grupos Gs y Gg, a partir del tercer
encuentro, hicieron soluciones conjuntas, con la participacién de todos los
miembros de su grupo. Este tipo de trabajo en equipos es fundamental en el
desarrollo formativo de un profesor de matematicas, ya que segiin Kaur et al.
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(2020), aprender matematicas es una actividad social que implica una amplia
interaccion entre pares, trabajando colaborativamente alrededor de un problema.

En relacion con las caracteristicas de las soluciones dadas a las tareas,
los resultados muestran algunos aspectos comunes a todos los grupos de
profesores en formacion: al iniciar el trabajo con cada situacion, todos
presentaron dificultades para identificar algunos elementos de la funcion, como
dominio, rango, interceptos, puntos maximos o minimos, y caracteristicas como
crecimiento, decrecimiento y concavidad. Ademas, hacian inferencias sobre
crecimiento (decrecimiento) o maximos (minimos), con dos o tres valores que
mostraran esa tendencia. Con el pasar del tiempo, las dificultades fueron
menores, y estos elementos eran identificados con cierta facilidad, y fueron mas
cuidadosos al hacer inferencias.

Respecto a los significados parciales de funciéon movilizados en las
soluciones dadas por los subgrupos de futuros profesores, el registro principal
en que se present6 cada relacion funcional, determind el significado parcial de
funcidén utilizando. Asi, uno de los significados de funcion mas utilizados de
inicio, fue el de funcion como relacion entre magnitudes variables, quizas,
porque el proceso de construccion paso a paso de las relaciones funcionales, lo
favorecid; y en la solucion dada a cada situacion combinaron varios
significados parciales de funcion, manteniendo patrones similares de las
combinaciones de dichos significados en cada solucion. Por ejemplo, los
miembros de los subgrupos Gs, Gs, Go y Gio combinaron los significados
parciales de funciéon como relacidn entre magnitudes variables, como
correspondencia arbitraria y como representacion grafica. Asi, trabajando con
las relaciones funcionales que modelan el area lateral y el volumen de la caja
sin tapa, construyeron sus cajas y compararon con sus compafieros, cual caja
tenia el mayor volumen. Luego de construir cada uno un par de cajas, al
comparar y discutir con sus compafieros, pronto concluyeron que seguir
haciendo nuevas cajas y comparando su volumen, no era el proceso mas
eficiente para encontrar el volumen méaximo, por lo que con un patron de la
formula que permite hallar el volumen de un paralelepipedo, los miembros de
G encontraron una expresion algebraica, empezaron a darle valores e hicieron
una tabla y una grafica, y al analizarla encontraron un maximo. Los miembros
de Gs utilizando dicho patrén, comenzaron a probar con varios valores y de esta
forma obtuvieron el volumen maximo buscado, seguidamente, con el patrén
utilizado, encontraron una expresion algebraica que les permitié hallar el
volumen de una caja de aristas de cualquier dimension. Mientras que los
miembros de Gy, como en Amaya (2020), del registro fenomenologico hicieron
una conversion al analitico-algebraico, y este ultimo lo utilizaron como registro
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principal, y a partir de las representaciones obtenidas en este registro,
obtuvieron las otras representaciones que lograron producir. A continuacion, se
muestra un fragmento de la entrevista realizada a los miembros de Gy, al
resolver el problema de construir una caja sin tapa.

51

Entrevistador: Expliqguenme ;Como hicieron para encontrar
todos esos datos?

Estudiante 5: Realmente solo hicimos dos cajas, y con la caja
apliqué la formula y después iba remplazando los valores y
anotandolos.

Entrevistador: ;Como encontraron la formula?

Estudiante 5: Como en el cuadro vemos que a los cuatro lados
de la hoja se le estd quitando x, vemos que en el ancho (21,8),
se debe quitar una x a cada lado, es decir 2x, y en lo largo
también, y como el volumen de una caja es largo por ancho por
profundidad, entonces seria V(x) = (28.7 —2x)(21.8 —
2x)x. Con esta ecuacion fuimos remplazando x aqui —serialo
la formula-, y encontramos los valores del volumen que
anotamos.

Entrevistador: ;Como saben que esos datos corresponden a
una funcion?

Estudiante 4: Porque la grdfica tiene una sola linea, y si
pasamos una recta vertical solo la corta en una parte.
Entrevistador: ;Cudl es el dominio?

Estudiante 4: El dominio va de cero a 10.9, porque como la
funcion tiene tres factores, cuando x =0, el producto da cero y
cuando x = 10.9 también da cero.

Entrevistador: Pero cuando x = 14.35 también da cero

Estudiante 5: Si, pero en ese punto no es esta funcion- y sefialo
la grafica- porque no puedo cortar cuadraditos de mas de 10.9
centimetros en esta hoja.

Entrevistador: ;Coémo relacionan los puntos que tienen
anotados, con los de la grdfica y con las cajas que van
construyendo?
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Estudiante 3: Eso es el volumen, cada punto contiene el alto
de la caja, que es el tamariio del cuadrito, y el volumen de la
caja.

Entrevistador: Podrias sefialar un ejemplo de lo que estas
diciendo

Estudiante 3: Si, el punto que estoy serialando aqui es el punto
(1, 528) que corresponde a x = Icm y un volumen de 528,66
que corresponde a una caja de un centimetro de alto y 528 el
volumen.

Los miembros de los subgrupos Gs, Gs y Gii, también comunicaron
como dominio D, =[0, 10.9] , y como rango R, = [0, 1143.08] ,
mencionando que: la funcion de variable generalizada, no es equivalente a la
relacion funcional estudiada, pues no tienen el mismo dominio ni el mismo
rango. Ya que la funcion de variable generalizada, asociada no tiene
restriccion de ningun tipo, ni en su dominio ni en su rango, ambos conjuntos
coinciden con los numeros reales. Mientras en la relacion funcional, su
dominio esta determinado por las dimensiones de los lados de los cuadraditos
cortados, acotados por las dimensiones del ancho de la hoja, por lo que tiene
un maximo en su dominio, y también tiene dos minimos relativos
correspondientes a los extremos del intervalo de variacion que representa el
rango. En la produccidon de estos futuros profesores (Gs, Gs, Go y Gii), se
evidencian avances significativos en la articulacion de su conocimiento
didactico-matematico sobre funciones, pues, utilizaron articuladamente
elementos matematicos primarios, haciendo argumentos justificados, desde
donde se vislumbran potenciales actividades de ensefianza (Ball, et al., 2008;
Zarhouti et al., 2014). Esto se hace evidente al analizar los elementos
matematicos primarios (Godino et al., 2006) presentes en sus soluciones, pues
los miembros de Gs lograron resolver la tarea, utilizaron diferentes estrategias
de solucion, realizando diversas representaciones de las funciones involucradas,
relacionando elementos de varias representaciones y dando argumentos
bastante adecuados, como se puede apreciar en su manuscrito mostrado en la
Figura 4. Ademas, puede apreciarse en las respuestas de los miembros de Go,
que sefialaron elementos comunes entre las representaciones producidas,
relacionaron las dimensiones de los cuadraditos cortados, con sus cajas
asociadas, como elementos correspondientes, tanto a la secuencia de puntos,
como a los puntos que conformaban la grafica, estableciendo claras
congruencias entre las representaciones producidas.
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Figura 4

Manuscrito realizado por miembros de Gs al modelar la relacion funcional
del volumen y el area lateral de la caja sin tapa.
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En la situacion donde debian hallar el area lateral, un grupo
significativo de profesores en formacion (Gi, Gz, G4, Gs, G7, Go, G1o y G12),
para encontrar una expresion algebraica y enseguida su grafica, utilizaron
informacién encontrada al hallar el volumen de la caja, combinando el
significado de funcion como relacion entre magnitudes variables, el de funcion
como correspondencia arbitraria y el de funcién como representacion grafica.
Como en Chinnappan y Thomas (2001), cambiaron de registro de partida,
estableciendo el registro analitico como registro principal, y a partir de éste
obtuvieron las otras representaciones que lograron producir.

En el andlisis de relacion de dependencia entre el volumen de la cajay
su area lateral, varios grupos de profesores en formacion (G, Gs, Gs, Gs, Gio y
Gi2), pronto se dieron cuenta que el volumen de una caja es independiente de
su area lateral, como lo manifiesta Gs en el manuscrito mostrado en la Figura
4, en donde describen con mucha soltura sus procesos realizados. Se nota en su
descripcion, un conocimiento didactico-matematico sélido, en el sentido de
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Pino-Fan y Godino (2015), pues, logran articular varios elementos de las
representaciones producidas con elementos conceptuales y socioculturales.

Asimismo, los grupos G7 y Gi2, ademas de producir representaciones
bastante adecuadas, lograron establecer congruencias entre los elementos
equivalentes en varias de ellas, como se muestra en el manuscrito de G7 (Figura
5). En la descripcion hecha por G7 se muestran los procedimientos realizados,
las representaciones que obtuvo y las congruencias que establece entre los
elementos de las representaciones, esto se evidencia cuando dicen “625.66 me
indica el drea total de la hoja, 4x* me indica los 4 cuadraditos que se le quito
a la hoja. Luego con esto se hallo el dominio y el rango: Dy =
[0, 10.9]y Rr = [0, 625.66] se dedujo de la férmula del drea”. A pesar que
los miembros de G7 cometen un error al comunicar el rango de la funcidn area
lateral, el hecho de comunicar el dominio y el rango de la relacion funcional en
lugar del dominio y rango correspondientes a la funcion de variable
generalizada, es un verdadero avance, ya que generalmente esto constituye un
conflicto epistémico en el sentido de Font (2011) y Godino et al. (2006), que
parece tener su origen en la falta de uso del conocimiento ampliado, al servicio
del conocimiento comun (Pino-Fan & Godino, 2015).

Figura §

Parte del manuscrito de G7 al describir el proceso de construccion del area
lateral de las cajas.
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El hecho de que los miembros de G; pudieran producir diversas
representaciones semioticas del objeto matematico estudiado, hayan podido
establecer conexiones entre ellas y comunicarlo como lo hicieron, es un
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indicador, en el sentido de Duval (2017) y Panaoura et al. (2016), de que el
objeto matematico funcion, en estos estudiantes esta bien fundamentado.

Por su parte, los subgrupos Gi, Gs, Gs y Gii en sus soluciones
combinaron el significado de funcion como relacion entre magnitudes, como
representacion grdfica, y como correspondencia arbitraria. En el caso del
problema de la edicion facsimilar del libro Relato de un naufrago, partiendo de
un analisis visual de las graficas, hicieron una tabla de valores y una secuencia
cartesiana con puntos, tanto para los Precios y los Costos, como para las
Ganancias y, a partir de la manipulacion de valores cambiantes, fueron
estableciendo la nocion de cantidades variables y de relacion de dependencia
entre ellas (Ruiz-Higueras, 1994). Pero construir tales representaciones, no les
facilitdé que vieran en ellas, el objeto matematico funcion, volvieron a las
graficas, y desde ahi, pudieron explicar que los datos corresponden a una
funcidon, usando para ello, la configuracion epistémica de la recta vertical. Es
decir, el solo analisis covariacional cuantitativo, les resultd insuficiente para
aceptar los valores producidos como representantes de una funcidn, pero al
hacer el analisis covariacional cualitativo, y correlacionarlos, les permitio
concebir de manera mas integral el concepto funcion (Rolfes, 2018), y articular
sus significados, con elementos de la representacion coloquial. A continuacion,
se muestra un fragmento de la entrevista realizada a los miembros de G, al
resolver el problema de la edicion facsimilar del libro Relato de un naufrago:

Entrevistador: ;Coémo encontraron el dominio y el rango?

Estudiante 2: Fue muy dificil encontrar el dominio y el rango
si la funcidén no tiene x ni y.

Entrevistador: Pero cuéntenme ;como lo hicieron?

Estudiante 2: Bueno, fue que nos pusimos a analizar las
graficas y caimos en cuenta que teniamos un eje X y un eje Y,
asi que enseguida dije, el dominio son los ejemplares y el rango
el precio, y en esta otra —sefialo la grafica de Costos- el dominio
también los ejemplares y el rango los costos.

Entrevistador: ;Cual fue el dominio y el rango que
encontraron?

Estudiante 3: El dominio en ambas va de menos infinito a mas
infinito, y el rango, también.

Entrevistador: ;Como encontraron esos valores?
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Estudiante 1: Es que tanto la grafica de los precios, como la de
los costos son funciones lineales, y con un par de puntos de
cada una sacamos las ecuaciones.

Entrevistador: Pero ;como a partir de las ecuaciones
obtuvieron el dominio y el rango de ambas funciones?

Estudiante 3: Porque sabemos que, en una funcion lineal, el
dominio y el rango son los numeros reales, porque no hay
ninguna restriccion para x.

Entrevistador: Diganme entonces /;qué significa que se
produzcan menos dos ejemplares?

Estudiante 3: Hmmm, no tiene sentido, espere y revisamos
nuevamente, ..., Mire segun la grafica, el dominio en ambas va
de cero a 8.000, y el rango, para los Precios de cero a 1.500, y
en la de Costos, ya le digo, ..., de cero a 4.002.941.

Entrevistador: ;Como obtuvieron esos valores?

Estudiante 3: Utilizando la herramienta trazar graficas del
programa Derive.

Entrevistador: ;Y como saben que los datos corresponden a
funciones?

Estudiante 1: Es que revisamos las graficas, y se ve que cada
valor de x, tiene un valor en y, y solo uno.

Entrevistador: ;Donde pueden ver eso en la informaciéon que
tienen?

Estudiante: Porque si y tuviera dos valores diferentes para un
mismo x, estuviera uno arriba del otro y eso no se puede en una
funcidn, es decir, se ve que, y solo toma un valor por cada x, en
cada grafica. Es decir, para cada ntimero de ejemplares hay un
solo precio y un costo, y esa es la definicion de funcion.

Entrevistador: ;Cudles son los precios maximo y minimo al
cual se deben vender los ejemplares que se produzcan, para
obtener ganancias?

Estudiante 2: El precio minimo es cuando se producen 270
ejemplares, y el maximo de cuando se producen 4.700.
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Entrevistador: ;Cual es la ganancia maxima que se obtendra?
Y (Cuantos ejemplares se deben tirar?

Estudiante 2: La ganancia maxima es de $1.000.000, y se da
cuando se producen y venden 2.517 ejemplares

Entrevistador: ;Como obtuvieron esos valores?

Estudiante 3: Como ya le dije profesor, usando la herramienta
trazar graficas del programa Derive.

Estudiante 2: Expliquenme ;c6mo lo hicieron?

Estudiante 3: Hicimos las graficas de costos, Ingresos y
Ganancias en un mismo plano en Derive, y para responder esas
preguntas, con trazar graficas se hizo el seguimiento a cada una
y en los puntos que va mostrando estan las respuestas.

Entrevistador: ;Y para los maximos y minimos por qué no
usaron derivadas?

Estudiante 1: Asi lo comenzamos a hacer, pero como la clase
es para estudiantes del nivel medio, ellos no nos entenderan si
usamos derivadas, e ilustrandoselo graficamente si.

Puede apreciarse que los miembros de G», sus respuestas iniciales las
basaron en criterios aprendidos previamente, los que en algunos casos los
llevaron a cometer errores, pero que, en el paso a paso de la entrevista, fueron
minimizando (Koichu & Harel, 2007). Ademas, produjeron y exploraron
diferentes representaciones de las relaciones funcionales (Figura 6) haciendo
un analisis covariacional, tanto cuantitativo, como cualitativo (Rolfes et al.,
2018), e hicieron calculos numéricos analizando los cambios que se sucedieron,
y también explorando visualmente los graficos, basando sus respuestas en la
inspeccion visual sin incluir valores precisos de las funciones. Esto les permitio
hacer un analisis, tanto estatico de relaciones puntuales, como dindmico de los
elementos de las funciones involucradas. Segun Rolfes et al. (2020), el uso de
representaciones dinamicas, ayuda a que los estudiantes comprendan mejor las
funciones, y Thompson y Carlson (2017), consideran que la combinacion de
representaciones estaticas y dinamicas juega un papel fundamental en la
ensefianza del concepto de funcioén en la escuela, en este caso, los llevo a
visionar potenciales actividades didacticas (Zarhouti et al., 2014), con el uso de
herramientas matematicas computacionales, como Derive. Soluciones
similares a la de G, también las dieron Gs, Gg y Gi.
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Figura 6.

Manuscrito de G- al dar solucion a la situacion de edicion facsimilar de
Relato de un naufrago.
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A estos futuros profesores (G2, Gs, Gs y Gi1), se les facilitdé coordinar
los elementos de las representaciones que habian producido, es decir, se
evidencio el establecimiento de congruencias entre los elementos de las
representaciones producidas hasta entonces (Duval, 2017; Siegler et al., 2013).
Asimismo, en sus procesos de solucion, dieron sentido y razonaron
adecuadamente sobre el conocimiento matemdtico que sera objeto de
ensefianza, y contrario a lo reportado por Dreher y Kuntze (2015), prestaron
atencion a lo significativo de este conocimiento para ser ensefiado. En palabras
de Schoenfeld (2011), pusieron al servicio del conocimiento matematico, el
conocimiento con el que potencialmente pueden llevar a cabo situaciones de
enseflanza, estableciendo ricas conexiones entre los elementos de las
representaciones producidas (Panaoura et al., 2016). Notdndose en sus
soluciones, muy buen dominio de su conocimiento matematico, ya que las
situaciones las resolvieron con facilidad, produciendo y articulando
adecuadamente varias representaciones (Figura 6), entre ellas: analitico-
aritmética, analitico-algebraica, grafica, figural y cartesianas, vinculando el
tema con elementos conceptuales y socioculturales.
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CONCLUSIONES

Respecto a la pertinencia del marco teorico utilizado, se puede decir
que los procesos de solucion desarrollados por los futuros profesores, fueron
favorecidos por la integracion que lograron hacer de los registro y
representaciones, asi como de los significados parciales de funcion utilizados
al resolver las situaciones problema (Kaur et al., 2020). Notandose que cuando
las funciones se aprenden con fines de ensefianza, el panorama es diferente
(Biehler, 2005), ya que no es solo comprender para si, ademas, se debe visionar
la forma de orientar para que otros comprendan.

En sus soluciones, este grupo de futuros profesores, recurrié a varios
registros, pero todos utilizaron dos de ellos: el analitico-algebraico para
producir otras representaciones, y el gréafico, para definir la funcion (Steele et
al., 2013), y como base para analizar los sistemas semidticos emergentes
(Amaya, 2020), pues en estos registros pudieron evidenciar caracteristicas
relevantes de las representaciones (Rolfes et al., 2018), que facilitaron
identificar sus elementos, asi como su articulacion con elementos conceptuales
y socioculturales correspondientes. El analisis covariacional también dependio
de las caracteristicas relevantes ostensibles en cada registro y representacion,
facilitandose mas los registros figurales, graficos y cartesianos para el andlisis
covariacional cualitativo, y los tabulares y analiticos para el cuantitativo,
mientras que el registro coloquial, fungié como elemento de enlace.

El uso de relaciones funcionales despertd en los futuros profesores, una
componente intuitiva, muy vinculada al contexto sociocultural, lo cual le dio
consistencia y sentido al trabajo realizado con las situaciones utilizadas
(Arcavi, 2020). Esto facilitd la integracién de significados parciales de la
nocion funcion, y el establecimiento de conexiones fuertes entre lo concreto y
lo abstracto, al identificar, en elementos del contexto sociocultural, elementos
conceptuales correspondientes, como sucedid con la longitud de los lados de
los cuadraditos cortados (alto de la caja), los cuales relacionaron con la variable
X, y el dominio de la funcién.

El estado de desarrollo del conocimiento didactico-matematico de este
grupo de profesores en formacion sobre funciones, evidencia buen estado de
desarrollo de la dimension matematica, y limitaciones en algunos, en su
conocimiento didactico. Respecto a la dimension matematica, lograron resolver
adecuadamente las tareas, producir varias representaciones de las relaciones
funcionales estudiadas y relacionar conceptos de varios niveles, y, respecto a la
componente didactica, mientras unos lograron articular adecuadamente los
significados parciales de funcion, y las representaciones producidas, incluso
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usando representaciones dindmicas, otros produjeron las representaciones, sin
lograr articularlas.

Los resultados invitan a implementar, algin tipo de estrategias, en los
procesos instructivos, que faciliten, que este grupo de profesores, logren la
mejor coordinacion posible de los elementos de los sistemas semidticos
emergentes resultantes en los procesos de estudio, ya que segun Wilhelmi et al.
(2015) no basta con que los profesores hagan un uso operativo de las funciones,
ademas, necesitan del conocimiento especializado para su ensefianza, que les
posibilite comprender potenciales conflictos de aprendizaje, de los estudiantes
que orienten, y que puedan disefiar situaciones que permitan resolverlos.
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