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RESUMO

Contexto: Pesquisadores reconhecem a importancia dos livros didaticos para
planejamento de aulas por professores, bem como a relevancia do estudo de fragdes por
moldar o desempenho futuro da matematica de alunos a depender da abordagem.
Objetivos: A constatagdio de desempenhos discrepantes de alunos brasileiros,
estadunidenses e japoneses nas ultimas trés edi¢des do PISA nos levou a investigar
como autores de livros didaticos daqueles paises abordam o contetido de fragdes no
Ensino Fundamental no que diz respeito a flexibilidade, razoabilidade, senso de
magnitude e com o desenvolvimento conceitual e procedimental, nas perspectivas
simbolicas e ndo-simbolicas. Design: Os desempenhos quantitativos em Matematica
de estudantes brasileiros, estadunidenses e japoneses nas trés ultimas edigdes do PISA
carecem de investigacdo qualitativa e exploratoria para se entender algumas razdes
apresentadas pelos resultados numéricos. Coleta e analise de dados: Para atingimento
dos objetivos, foram selecionadas trés séries de livros - brasileiro, estadunidense e
japonés - amplamente utilizados pelas escolas daqueles paises. Resultados: Os
principais resultados revelaram que todos os livros praticaram a flexibilidade e a
razoabilidade com énfases diferenciadas, mas ndo o senso de magnitude. Os livros
brasileiros e estadunidenses basearam-se prioritariamente em interpretagdo parte-todo
e em abordagem procedimental, enquanto os livros japoneses apresentaram &nfase na
interpretacao de medida como iteracdo de fragdes unitarias e no desenvolvimento mais
conceitual. Conclusdes: A abordagem de fragdes dos livros japoneses parecem estar
mais proximos do que recomenda a comunidade cientifica de Educagdo Matematica e
este pode ser um importante diferencial que explique parte dos resultados no PISA.
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How do textbooks from Brazil, the United States and Japan treat fractions?

ABSTRACT

Background: Researchers recognize the importance of textbooks for teachers’
lesson planning and the importance of fraction knowledge for shaping students’ future
mathematics performance. Objectives: The finding of discrepant achievement by
Brazilian, American, and Japanese students in the last three editions of PISA led us to
investigate how textbook authors from in countries approach fraction content in
elementary education relating to magnitude, flexibility, reasonableness, as well as
conceptual and procedural knowledge in both symbolic and non-symbolic perspectives.
Design: The quantitative performances in mathematics of Brazilian, American, and
Japanese students in the last three PISA editions lack qualitative and exploratory
research to understand some reasons presented by the numerical results. Data
collection and analysis: To achieve the objectives, we selected three textbook series,
one each from Brazil, the United States of America, and Japan, that schools in those
countries widely use. Results: The main results revealed that all books practiced
flexibility and reasonableness with different emphases, but not the sense of magnitude.
Brazilian and American books were based primarily on part-whole interpretation and
on a procedural approach. In contrast, Japanese books emphasized the understanding
of measurement as the iteration of unit fractions and more conceptual development.
Conclusions: The fraction knowledge approach of fractions in the Japanese textbook
series seems to be close to what the mathematics education recommends, which can be
an essential differential to explain the Japanese results in PISA.

Keywords: textbooks; fractions; Brazil; United States; Japan.

INTRODUCAO

Os livros didaticos - impressos ou digitais - sdo fontes recomendadas
para o conhecimento da matematica escolar por professores e alunos. Eles sao
o principal recurso para professores planejarem e ministrarem suas aulas
(Beaton et al., 1997; Schmidt et al., 1997; Escolano & Gairin, 2005; Reys et al.,
2007; Alajmi, 2009, 2012). Ao mesmo tempo, os livros didaticos costumam ser
0 Unico recurso que os alunos acessam para aprender sobre objetos matematicos
e suas operacdes (Watanabe et al., 2017). Com uma avaliacdo paralela, tal como
Chingos e Whitehurst (2012), Fan, Zhu e Miao (2013) observam que "os
pesquisadores geralmente concordam que os livros didaticos sdo importantes
meios de transporte do curriculo e desempenham um papel dominante nas cenas
da educagdo moderna em diferentes disciplinas escolares" (p. 635).
Anteriormente, Robitaille e Travers (1992) notaram que a dependéncia de livros
didaticos é "talvez mais caracteristica do ensino de matematica do que de
qualquer outra disciplina" (p. 706, tradug@o nossa).
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Cirillo, Drake e Herbel-Eisenmann (2009) descobriram que os
professores contam com livros didaticos como seu principal recurso para
ensinar matematica. Essa dependéncia na educacdo matematica ¢ causada pela
utilidade essencial de modelos visuais que representam objetos matematicos
abstratos e operacdes sobre eles (Fan et al., 2013). Os beneficios do modelo
visual impresso e fisico para a compreensao dos alunos foram pesquisados (e.g.,
Arcavi, 2003; Gonzalez-Martin, Nardi & Biza, 2011; Stylianou & Silver, 2004)
e, posteriormente, defendidos em documentos de politica curricular (National
Governors Association Center for Best Practices & Council of Chief State
School Officers, 2010; National Council of Teachers of Mathematics, 2014).

Os livros didaticos de Matematica possuem contetidos especificos que
sdo originados do desejo de se compreender fenomenos ou de alguma
necessidade material humana como ocorreu com a emergéncia das fragdes
(Caraga, 1951; Aleksandrov, 1963). Independentemente de suas origens, alguns
contetidos sdao nucleares ¢ apoiam o desenvolvimento e aprofundamento de
outros, elevando-os a um grau de importancia que pesquisadores, professores e
autores de livros didaticos devem considerar. As fracdes sdo um desses
contetidos centrais no ensino basico, cuja compreensdo conceitual e
operacional sdo preditivas para o desempenho em algebra e, mais amplamente,
para a matematica geral (Kieren, 1976; Siegler et al., 2012), incluindo a
aprendizagem de topicos mais avancados da propria algebra, probabilidade ¢
calculo (Lamon, 2001; Bailey et al., 2012; Booth & Newton, 2012; Siegler &
Lortie-Forgues, 2015; Torbeyns et al., 2015). A importancia do contetido de
fragoes levou investigadores da Educa¢do Matematica a conclusao de que esse
ensino deve considerar diferentes dimensdes - flexibilidade, razoabilidade e
senso de magnitude (Powell & Ali, 2018) - além das compreensdes conceituais,
procedimentais, nao-simbodlicas e simbolicas (Siegler et al., 2012; Powell,
2019b) visando ao amplo e profundo entendimento.

Para conhecer essas dimensdes, compreensdes ou outros aspectos que
tenham como fonte livros didaticos, Watanabe, Lo ¢ Son (2017), Charalambous
et al. (2010) e Li, Chen e An (2009) recomendam que o estudo seja realizado
de dois modos: (1) por macroanalise ou exame horizontal e (2) por microanalise
ou exame vertical. A macroanalise® (ou exame horizontal?) tem a ver com as
estruturas gerais dos livros ou os desdobramentos de determinado contetido ao

1 Os termos "macroanalise" e "microanalise" foram denominados por Li, Chen e An
(2009).

2 Os termos "horizontal" e "vertical" foram denominados por Charalambous et al.
(2010).
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longo dos anos escolares ou niveis de ensino, podendo focar em diferentes
sistemas educacionais. A microanalise (ou exame vertical) busca captar o
processo matematico de desenvolvimento dos conteudos. O exame dos dois
modos - doravante simplesmente macroanalise e microanalise - pode minimizar
aspectos desfavoraveis intrinsecos a cada um quando estudados isoladamente.
Pesquisadores que optaram singularmente pela macroandlise limitaram-se a
visdo geral dos topicos ao longo da escolaridade, mas deixaram de conhecer
pormenores importantes dos conteudos. O reverso também ocorreu com a
microanalise. (Watanabe, Lo & Son, 2017).

No caso do presente estudo, por um lado, entendemos que as dimensodes
de flexibilidade, razoabilidade e senso de magnitude devam ser examinadas nos
livros didaticos utilizados sequencialmente nos anos escolares do ensino basico,
justamente porque essas dimensdes envolvem a articulagdo de diferentes
interpretagdes que devem ser introduzidas no ensino de modo paulatino e
relacionado umas com as outras, justificando uma macroanalise. Por outro lado,
as compreensdes conceituais, procedimentais, ndo-simbolicas e simbdlicas sdo
(ou deveriam ser) reveladas no amago de ensino de cada interpretacdo. Em
outras palavras, cada interpretagdo deve valorizar a diversificagdo das
compreensdes visando a amplitude e aprofundamento do entendimento pelos
alunos, como detalharemos em sessdo posterior. Sendo assim, o estudo das
compreensdes conceituais, procedimentais, ndo-simbolicas ¢ simbdlicas das
fragdes se justifica por uma microanalise, em meio as explicacdes e atividades
propostas em cada livro, como ilustra a Figura 1.

Figura 1

Macroanalise e microanalise
MACROANALISE 2

MICROANALISE MICROANALISE MICROANALISE MICROANALISE MICROANALISE MICROANALISE MICROANALISE

Diante do exposto, ¢ importante entender como livros didaticos lidam
com a apresentacdo de ideias sobre numeros fracionarios. Apresentamos
resultados de um estudo exploratoério sobre os livros didaticos voltado para uma
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agenda académico-cientifica sobre o ensino de fragdes defendida pela
comunidade internacional da Educagdo Matematica, particularmente nas
seguintes questdes de pesquisa:

1. Como os livros didaticos lidam com a flexibilidade, razoabilidade e senso de
magnitude das fragdes na sequéncia dos anos escolares do Ensino Fundamental?
2. Como os livros didaticos trabalham o desenvolvimento conceitual ndo-
simbolico, conceitual simbolico, procedimental ndo-simbolico e procedimental
simbdlico de fragdes em cada ano escolar do Ensino Fundamental?

Para o estudo, a primeira questao reflete uma macroanalise e a segunda
uma microandlise. Concentramos interesse nos livros didaticos de Matematica
de 3 paises: Brasil, Estados Unidos e Japdo. A escolha por esses paises ndo é
aleatoria, mas pautada nos desempenhos de seus estudantes em Matemadtica no
PISA. O PISA visa avaliar — de modo comparado, amostral e em larga escala —
conhecimentos em Leitura, Matematica e Ciéncias de estudantes na faixa etaria
dos 15 anos, cuja idade pressupoe o término da escolaridade basica na maioria
dos paises participantes. Em suas ultimas trés edigdes (Organisation for
Economic Co-operation and Development, 2012, 2015, 2018), estudantes
brasileiros apresentaram baixo desempenho em Matematica ocupando os
ultimos lugares no ranking; alunos estadunidenses se mantiveram em posi¢ao
mediana e; alunos japoneses alcangaram os primeiros lugares (Tabela 1).

O ranking por si s6 ndo fala muito, pois os desempenhos dos trés paises
poderiam estar proximos e as diferencas absolutas ndo serem quantitativamente
relevantes. E util, portanto, buscar subsidios em medidas estatisticas que
revelem quanto esses paises estdo distantes em termos de desempenho no PISA.
Os trés paises apresentaram certa estabilidade em seus desempenhos em relagio
a média aritmética de todos os participantes nas edi¢des de 2012, 2015 e 2018.
Destaca-se, no entanto, forte discrepancia (X-X) negativa para brasileiros,
discrepancia de levemente negativa a positiva para os estadunidenses e alta
discrepancia positiva para japoneses. As posigoes desses grupos sao
confirmadas pelos escores z, revelando que os trés paises, de fato, encontram-
se significativamente distantes em suas posi¢Oes relativas nas trés edigdes do
PISA. Resta-nos entender as razoes para esses resultados quantitativos, nos
remetendo, assim, a estudos qualitativos discriminados no percurso
metodologico da investigagdo.
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Tabela 1

Desempenho em Matemadtica, ranking, discrepdncia em relacdo a média
aritmética e escore z dos resultados dos estudantes de trés paises no PISA de
2012, 2015 e 2018. (Organisation for Economic Co-operation and
Development, 2012, 2015, 2018)

PISA 201_2 — Matematica PISA 201_5 — Matematica PISA 201_8 — Matematica
(n=65%X=473;5s=55) (n=70;X=462;5=55 (n=79%X =459;s =55)
X\*  Ranking X,-X z Xy Ranking X,-X z X3 Ranking Xs-X z

Pais

Brasil 391 58/65 -103 -1.50 377 68/70 -113 -1,55 384 7179 -75  -1,36

Estados

. 481 36/65 -13 +0,14 470 40/70 -20 +0,15 478 38/79 +19 0,34
Unidos

Japao 536  7/65 +42  +1,15 532 5/70  +42  +1,27 527 6/79 +68 1,23

X1, X2, X3 sdo os desempenhos em Matematica em cada pais; n ¢ a quantidade de

r

paises participantes do PISA em determinada edigdo; X-X ¢ a discrepancia do
desempenho do pais em relagdo & média aritmética em determinada edicdo do PISA;
escore z ¢ a quantidade de desvios-padrdo acima ou abaixo da média aritmética da
populacao.

Diante desse contexto, inauguramos o proximo topico com a estrutura
conceitual e tedrica de fragcdes nas dimensdes de flexibilidade, razoabilidade e
senso de magnitude, bem como o desenvolvimento conceitual nao-simboélico e
simbolico, procedimental ndo-simbolico e simbolico de fragdes.

LITERATURA RELEVANTE
Flexibilidade

A flexibilidade ¢é caracterizada pela desenvoltura mental em conectar
as diferentes interpretacdes de fragdes - parte-todo (ou parte-parte), quociente,
razdo, operador, medida e também a nogdo de medicdo. A importincia da
conexao entre essas interpretagdes nos leva a crer que qualquer modelo sozinho
ndo atenderia a todas as nuances acerca do conceito de fragdo. Concordamos
com Lamon (2007) e Watanabe (2006) que seria enganoso pensar em uma
melhor e Unica interpretacdo, mas a diversidade de concepcdes e suas relagdes
poderdo ser poderosas ferramentas para a concretizagdo da flexibilidade e,
consequentemente, a alavancar outros conceitos. Nessa acep¢ao, € util conhecer
como investigadores da Educacdo Matematica argumentam a respeito de cada
interpretagdo e apresentar nossas opgoes para este trabalho, a iniciar por parte-
todo.
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O significado parte-todo (ou parte-parte) emerge da divisdo de coisas
divisiveis. Essa interpretacdo ndo possui base ontoldgica (Escolano & Salléan,
2005; Bishop, 1999), mas tem valor pedagdgico quando excede o simples
sombrear de uma de quatro partes iguais para representar 1/4, por exemplo.
Além da representatividade baseada em area, vale entender esse significado
como comprimento (1/4 da distancia entre Recife e Rio de Janeiro) e conjunto
(1/4 dos passageiros do trem), conectando-os. Além desses trés vieses — area,
comprimento e conjunto —, devemos considerar sua diversidade
representacional em cada um. O modelo de area ou regido pode ser visualizado
com retangulos, circulos e outras figuras geométricas, regides do geoplano, do
plano cartesiano, dobraduras etc. O modelo de comprimento pode ser explorado
pelas barras de Cuisenaire, tiras de papel, barbantes e linha numérica. O modelo
de conjunto deve destacar a quantidade de subconjuntos iguais no conjunto e
ndo propriamente o tamanho do conjunto. “Por exemplo, se 12 contadores
formam um todo, entdo um conjunto de 4 contadores é um tergo, ndo um quarto,
ja que trés conjuntos iguais formam o todo” (Van de Walle, Karp & Bay-
Williams, 2010, p. 290, tradugdo nossa).

Além da interpretagdo parte-todo (ou parte-parte), ha a ideia de fragdo
como quociente que surge em situagdes de duas varidveis, discretas ou
continuas, uma no numerador e outra no denominador — e.g., repartir
igualmente $1 para 4 pessoas, dividir igualmente 1 pizza para 4 pessoas ou
distribuir uniformemente o peso de contéineres ao longo de um navio. A
identificacdo das variaveis € nuclear, mas ¢ igualmente importante
compreender suas relagoes.

Do mesmo modo ocorre relagdo com a interpretagdo de razdo,
significando propor¢do ou comparacao — e.g., a fragdo 1/4 pode significar a
razdo entre 1 que gosta e 4 que ndo gostam de um estilo musical. Hart (1987)
entende a razdo como uma declaragdo de uma relagdo numérica entre duas
entidades e Behr et al. (1983) defendem que devemos considerar a razdo como
um indice comparativo e ndo como um numero. Lamon (1994) vé€ a fra¢do 1/4
como um objeto para cada quatro a receberem. Nosso entendimento ¢ de que
toda razdo pode ser representada por um indice comparativo entre duas
quantidades de mesma grandeza ou de grandezas diferentes. Quando a razao ¢é
representada por uma comparagdo entre quantidades de uma mesma grandeza
(e.g., a razdo entre as idades de duas pessoas), também pode ser interpretada
como fragdo, mas ao compararmos duas quantidades de grandezas diferentes
(e.g., a razdo entre a distancia e o tempo, ou seja, velocidade média), ndo
descrevemos uma fra¢do. Assim sendo, concluimos que nem toda razdo ¢ uma
fragdo, mas existem fracdes que sdo razoes.
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A nocdo de operador implica uma fracdo sendo multiplicada por um
numero inteiro — e.g., 1/4 dos alunos foram aprovados; 2/5 dos brinquedos
foram reformados. Esse significado gera transformagdes de magnitudes, ou seja,
obtém outra quantidade com a mesma unidade. Em outro sentido segue a no¢éo
de fracdo como medida. Nessa interpretagdo ¢ forte a ideia de comprimento, no
que diz respeito a “quanto” e ndo exatamente a “quantas partes” (Behr et al.,
1983; Martinie, 2007). Para Behr et al. (1983) a medida significa uma
reconceituacdo da nocdo de fragdes como parte-todo e isso contribui para a
ampliacao da compreensdo de fragdes como uma quantidade inica e ndo como
dois nimeros inteiros isolados. Van de Walle, Karp & Bay-Williams (2010)
exemplificam a ideia de medida com a frag@o 1/8 podendo assumir uma unidade
de comprimento para medir 5/8, ou seja, serdo necessarias 5 unidades de 1/8
para medir 5/8 (uma iteragdo de fracdo unitdria). Kieren (1976) diz que a
unidade, uma vez escolhida, pode ser dividida em quaisquer quantidades de
partes iguais. A visdo de Kieren recai na ideia de Van de Walle, Karp & Bay-
Williams (2010) ao exemplificar a medida como na Figura 2:

Figura 2
Fragdo como medida na visdao de Kieren (1976, p.125)

Seisto [____]éaunidade, entio isso | | representa dois.
Se isto é a unidade, o que éisto[_____]?
E isto| |2

As cinco interpretagdes de Kieren (1976) e Behr et al. (1983) - parte-
todo (ou parte-parte), quociente, razao, operador e medida - sdo baseadas na
nog¢do de particdo de uma grandeza. Diferentemente, com base na histéria da
Matematica de Aleksandrov (1963) e Caraga (1951), Powell (2019a) apresenta
a nog¢do de fracdo de outra perspectiva - a de medicdo. Para ele, uma fragdo ¢é
como uma comparagdo multiplicativa entre duas grandezas medidas pela
mesma unidade. Nessa perspectiva, na fragdo a/b, o numerador a representa a
medida de uma das grandezas pela unidade ¢ o denominador b a medida da
outra. Entdo, na perspectiva de medicdo, a fracdo 1/4 significa a relagdo
multiplicativa entre grandezas onde a quantidade de um ¢ a de um quarto da
outra. Nessa mesma esteira seguem Davydov (1991) e Venenciano et al. (2021).
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Para além das argumentagdes sobre os diversos modos interpretativos
de fracdes, de maneira geral, a literatura da Educagdo Matemadtica revela
alguma divergéncia sobre o significado e a nomenclatura das interpretacdes de
fragdo. Campos et al. (2006), por exemplo, parecem ndo incorporar a unidade
ao conceito de fragdo como medida. Além disso, o conceito de razdo parece
estar diluido entre outras interpretagdes. A despeito dessas diferencas, a maioria
dos investigadores assume postura tal qual a exemplificada na Tabela 2, sobre
a qual adotaremos neste trabalho.

Tabela 2
Interpretagoes para a fragdo 1/4.
Interpretagoes Exemplos para a fra¢io 1/4
;’:::gtodo (Parte- 1 de 4 partes iguais; 1 menina para cada 4 meninos.

Quociente 1 dividido por 4.

1 de alguma coisa comparado a 4 de outra coisa, em um

Razao e
senso multiplicativo.

Operador 1/4 de‘ alguma coisa que seja a unidade, de uma
quantidade.

Medida O comprimento de 1/4 em uma reta.

Medigiio O comprimento de uma quantidade é 1/4 do comprimento
da outra.

Razoabilidade

A razoabilidade ¢ incitada pelo raciocinio plausivel gerado pela
flexibilidade (Powell & Ali, 2018). A razoabilidade tem a ver com o
reconhecimento de fragdes equivalentes, com compreensdes sobre o correto
posicionamento de uma fracdo na reta numérica, com o calculo de operagdes
aritméticas - quando o nimero fracionario se apresenta na forma mista, propria,
impropria e denominadores serem iguais ou ndo -, € com a comparagao de
fragdes por suas medidas, por exemplo. Nao se trata de um conceito isolado,
mas, ao contrario, ¢ desenhado em meio a amplitude e profundidade da
construcdo versatil das diferentes interpretagdes da fragdo. Ndo ha, portanto,
uma linha demarcatéria entre a flexibilidade e a razoabilidade, justamente
porque seus sentidos informam um ao outro e, ainda, facilitam a apreensao do
conceito de magnitude.
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Magnitude

A compreensdo de magnitude passa pela discussdo do que seja
quantidade. Powell (2019b) apresenta que a quantidade ¢ entendida para Euler
(1765/1822), em seu livro Elements of Algebra, como “tudo o que € capaz de
aumentar e diminuir” (p. 1). Muitos anos mais tarde, De Morgan (1836/2010),
em seu livro An attempt to explain the Fifth Book of Euclid, reforga a ideia de
Euler ao afirmar que “magnitude ou quantidade significa aquilo que nos ¢é
apresentado, ndo como sua forma [...] ou a sua cor, peso ou a qualquer outra
circunstancia, mas simplesmente o que ¢ posto em partes, ndo diferente do
inteiro em qualquer maneira além de ser menor [...]”, e vislumbra perseguir a
elaboragdo de um método para realizar “comparagdes matematicas de
quantidades, com auxilio da no¢ao de nimero” (p. 2) Diante das declaragdes de
Euler e De Morgan, Powell (2019b) opta por conceber as no¢des de magnitude
e quantidade como “distintas, porém relacionadas, das coisas materiais ¢
imateriais, sujeitas a serem aumentadas e diminuidas.” (p. 53-54). Para Powell,

a quantidade ¢ uma magnitude a qual pode associar um nimero
que representa seu tamanho. Tanto uma quantidade como uma
magnitude pode ser continua ou descontinua, como por
exemplo: som, sementes, riqueza, velocidade, bytes, idade,
tempo, felicidade e comprimento. [...] ndo toda magnitude é
uma quantidade como ndo toda pode ser quantificada e emerge
por meio de medicdo [..]. A medicdo resulta de uma
comparacdo proporcional de uma quantidade com uma outra
da mesma espécie, que é considerada como a unidade de
medida. Portanto, um numero ¢ realizado dessa comparagdo
multiplicativa, sendo que a quantidade indica a extensdo de sua
magnitude. (Powell, 2019b, p. 53-54)

Em poucas palavras, os conceitos de magnitude e de quantidade
adotados neste trabalho ndo sdo sindnimos, pois uma quantidade tem magnitude,
ou seja, possui tamanho, mas nem toda magnitude tem quantidade. A
quantidade ¢ o "comprimento" da magnitude tendo como referéncia uma
unidade de medida.
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Desenvolvimento conceitual nao-simbdolico e simbdlico,
procedimental nao-simbdlico e simbdélico de fracoes

A flexibilidade, razoabilidade e senso de magnitude das fragdes
ocorrem na perspectiva conceitual e procedimental, mas também por meio de
conhecimento nao-simbolico e simbolico. Sobre essas ultimas ideias, Siegler et
al. (2012) afirmam que para compreender fragdes devemos considerar duas
diferencas cruciais: (1) a distingdo entre conhecimento conceitual e
procedimental e, (2) conhecimento ndo-simbolico e simbdlico. O conhecimento
conceitual - ndo-simbdlico ou simbolico - tem a ver com a compreensdo sobre
as propriedades de fracdes, ou seja, suas magnitudes, principios e notacdes
(Tabela 3). Esse parece ser um ponto sensivel no ensino e aprendizagem desse
conteido matemadtico. Por exemplo, alunos do oitavo ano do Ensino
Fundamental americano ndo ordenam corretamente fragdes proprias (Siegler et
al., 2012). Outros aplicam propriedades dos nimeros naturais para quaisquer
nimeros.

Numeros naturais e numeros fraciondrios possuem propriedades
comuns ¢ particulares. O problema relatado pelos pesquisadores (e.g., Siegler
et al., 2012; Powell, 2019b) € que os alunos parecem aplicar propriedades dos
naturais indiscriminadamente aos numeros fracionarios. Nos niimeros naturais,

quanto mais digitos, maior o nimero (e.g., 93>5). Nos fracionarios essa regra
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5 . . o
falha (e.g., Too < Z)' Cada natural possui um tnico antecessor imediato (e.g., 3

antecede 4), ndo ocorrendo o mesmo com as fragdes em fungdo de sua

. . . ~ . e 3
densidade, pois entre duas quaisquer fracdes existem infinitas outras (e.g., S

< o 4 . o .
ndo ¢ antecessor imediato de E)' No que diz respeito as operacgdes, a
multiplicagdo de ntimeros naturais pode ser entendida como uma adigdo

: D 4
repetida (e.g., 4 + 4 + 4 = 3 x 4). Entretanto, o mesmo raciocinio (e.g., 3 X 5=

4 4 4 12 4 _ 12, . S ~

stet:=7% < ?) ndo ocorre sempre com a multiplicagdo de fracdes
4 1 a4 a . N

(e.g., X5 010 < E)' Por fim, devemos considerar que a representacdo

simbolica da magnitude de um niimero natural ¢é Unica (e.g., um conjunto com
3 elementos ¢ simbolizado unicamente com o numeral 3), enquanto nas fragdes
/ . . ~ . yqe . 4
ha uma infinidade de representa¢des simbolicas para o mesmo objeto (e.g., 5=
8 12 _ )
10 15
Pelo lado procedimental - ndo-simbdlico ou simbolico - o
conhecimento envolve prioritariamente fluéncia no calculo de fragdes com as
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quatro operagdes aritméticas e em definigoes (Tabela 3). O foco esta muito mais
no “como” do que no “o qué”. Nesse caso, pesquisadores relatam dificuldades
de alunos saberem quando e por que devem conservar o denominador e somar
os numeradores, ou ainda, quando devem multiplicar numeradores e
denominadores. Para esses investigadores, uma origem dessas dificuldades
reside na visdo exclusiva de fracdes em termos de parte-todo (Siegler et al.,
2012; Sophian, 2007) e na auséncia de compreensdo do que seja a unidade em
questdo (Cramer et al., 2002). Nesse contexto, ¢ dificil de o aluno conceber

e . 5 . .
fragdes improprias, pois, por exemplo, 3 hao lhe faz sentido, vez que, para ele,
ndo se pode ter cinco partes de um objeto dividido em trés partes iguais.

O conhecimento ndo-simbodlico - conceitual ou procedimental -
demanda compreensdo com estimulos concretos (Tabela 3). Por exemplo, o
reconhecimento sobre a maior ou menor propor¢do de objetos em um e outro
conjunto, ¢ a contagem de elementos ou medigdo de partes de um circulo
igualmente dividido (metade de um circulo). Nesse quesito, vale registrar que
Boyer et al. (2008) contaram uma histdria para criancas de 6 anos de idade que
tinha como esséncia a importdncia da manutengdo da proporg¢do entre
quantidades ora mostradas de forma continua (Figura 3a), ora discreta (Figura
3b). Descobriram que as habilidades de raciocinio proporcional das criancas
variam em fun¢ao da estrutura das representagdes que sdo dadas. As criangas
respondem corretamente aos estimulos continuos, mas ndo aos discretos.
Quando submetidas ao estimulo discreto, elas contam a quantidade de partes
coloridas da barra inicial (do lado esquerdo) e optam pela barra do lado direito
que contém a mesma quantidade de partes coloridas da barra inicial, ao invés
de associar a propor¢do da barra inicial a barra a ser escolhida.
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Figura 3

Exemplo de estimulo continuo e estimulo discreto para o raciocinio
proporcional (Boyer et al., 2008, p.19, parte da figura; adaptada)

(a) (b)

Estimulo continuo Estimulo discreto

O conhecimento simbolico - conceitual ou procedimental - abrange
representagdes e notagdes de fracdes (Tabela 3). E o caso, por exemplo, da
comparagdo entre 2/3 e 3/5. Quem ¢ maior? Além da comparacdo de suas
magnitudes, no conhecimento simbdlico sdo comuns erros na soma de fragdes

2,1 _3 L ~ 12 3 .
(e.g., 313 E) e na multiplicagdo de fragdes (e.g., S5 E)' Esses tipos de
erros refletem falhas na compreensdo simbolica, bem como na conceitual.

Tabela 3

Exemplos de conhecimento de fra¢des conceitual nao-simbolico, conceitual
simbolico, procedimental ndo-simbolico e procedimental simbolico.

Conhecimento Conceitual Procedimental
Reconhecimento de
magnitudes. ,
T Reconhecimento
Nao-simbélico 1 ,
B 3 de um cireulo.
BN [ [ ]
Tipos de fragoes. Operagdo
Simbélico 15 4 2,1
76 3 32

89 Acta Sci. (Canoas), 23(4), 77-111, Jul./Aug. 2021



Diante do exposto, ¢ ao lado dos autores antes mencionados,
defendemos que o ensino de fragdes deve ter em conta os quatro tipos de
conhecimentos: conceitual ndo-simbolico, conceitual simbolico, procedimental
ndo-simbolico e, procedimental simbdlico, além de considerar a flexibilidade,
a razoabilidade e o senso de magnitude que contribuam para a amplitude e
profundidade da compreensdo sobre fracdes. Essa postura orientard a analise
dos livros didaticos que passaremos a descrever nos proximos topicos.

METODO
A investigagdo

A analise transnacional de livros didaticos ¢ um campo de investigacdo
relativamente novo (Watanabe, Lo & Son, 2017) e a literatura cientifica
existente até o momento recomenda que esse estudo seja realizado com base
em macroanalise ¢ microanalise. Como dissemos na Introducdo, nossa opgao
pela macroandlise esteve focada nos desdobramentos do contetido de fragdes
no que diz respeito a flexibilidade, razoabilidade e senso de magnitude. A op¢ao
pela microandlise esteve baseada nas compreensdes ~conceituais,
procedimentais, ndo-simbolicas e simbdlicas das fracdes nos livros didaticos
destinados a cada ano escolar do ensino bésico (Figura 1).

A opgdo por essas variaveis emergiu do fato de que o exame
quantitativo (Tabela 1) dos resultados de estudantes brasileiros, estadunidenses
e japoneses na disciplina de Matematica nas trés ultimas edigoes do PISA (2012,
2015, 2018) carece de ingredientes qualitativos que sugiram algumas razoes
para o resultado de cunho numérico que posiciona o desempenho desses
estudantes de modo discrepante.

A amostra

Trés séries de livros didaticos da Educacdo Fundamental do Brasil, dos
Estados Unidos e do Japao foram escolhidos para o estudo. A série de livros
brasileiros, denominada A Conquista da Matematica®, editada pela FTD, foi
selecionada por ter sido aprovada na tltima edi¢cdo do Programa Nacional do
Livro e do Material Didatico de 2019 (PNLD-2019) promovido pelo governo

3 Giovanni Jr, J. R. (2018). 4 Conquista da Matemdtica. 4° e 5° anos. Sio Paulo:
FTD. e Giovanni Jr, J. R. & Castrucci, B. (2018). A Conquista da Matematica. 6° ao
8° anos. Sdo Paulo: FTD.
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federal brasileiro, e por ser uma das mais adotadas nas escolas daquele pais.
Essa série possui nove livros - os cinco primeiros sdo destinados aos primeiros
anos escolares do ensino basico e os quatro ultimos para os anos finais. Na série
brasileira o estudo formal de fragdes se encontra do 4° ao 8° livro.

A selecdo de livros didaticos estadunidenses — Eureka Math* - ocorreu
pela preferéncia de professores daquele pais. Segundo Ed Reports Org and
Rand Corporation, 57% dos professores estadunidenses usam essa série de
livros nos primeiros anos do ensino basico e 47% nos tltimos anos. A série esta
disponivel na internet e ¢ livre para download e uso ndo comercial. Essa série
¢ composta por quatorze livros, cada qual subdividido de 5 a 8 moédulos
conforme o ano escolar. Nosso interesse sobre o conteudo de fragdes se
encontra do primeiro ao sétimo livro, destinado aos primeiros anos da
elementary school.

Os livros didaticos japoneses foram eleitos por serem oficialmente
aprovados pelo Ministério da Educagdo, Cultura, Esporte, Ciéncia ¢ Tecnologia
do Japao. Eles foram editados pela Gakko Tosho Co., a segunda maior editora
de Toéquio, tendo adesdo de seus livros didaticos de Matematica nas escolas do
Japdo e no exterior na versdo em lingua inglesa®. Essa série é composta por
onze livros — um para o primeiro ano e dois livros para cada ano do segundo ao
sexto — além de um décimo-segundo volume que encerra a primeira metade do
ensino basico revendo e relacionando as principais ideias estudadas de modo
isolado do primeiro ao sexto ano, destacando pontos importantes dos contetidos,
estimulando o pensamento por meio de problemas e desafiando os alunos sobre
aspectos que eles ndo tenham ainda estudado.

Estrutura e esquema de codificacgdo

Uma estrutura e um esquema de codificag@o foram desenvolvidos para
descrever e analisar a flexibilidade, a razoabilidade, o senso de magnitude, os
desenvolvimentos nao-simbolico e simbolico dos aspectos conceitual e
procedimental de fragoes (Tabela 4).

Com base na literatura cientifica mencionada, a flexibilidade foi
estudada a partir das diferentes interpretagoes de fracdes - parte-todo, quociente,

4 https://greatminds.org/math;https://www.bcsdk12.org/apps/pages/index.jsp?uREC I
D=1050328&type=d&pREC ID=1348636

% The Japan Times;
https://www.pref.kanagawa.jp/docs/v3p/cnt/f6670/documents/366367.pdf.
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razdo, operador, medida (iteracdes de fracGes unitarias) e de medigdo

(comparac¢ao de quantidades). A razoabilidade foi examinada pela equivaléncia

de fragdes, pelo posicionamento do niimero fracionario na reta numérica e pelas
operagdes aritméticas com fragdes proprias, improprias e numeros mistos. O
senso de magnitude considerou abordagens discretas e continuas que
representem o tamanho do nimero fracionario. Por fim, os aspectos conceituais
e procedimentais, simbolicos ou ndo-simbdlicos foram examinados tanto nas
abordagens iniciais de cada interpretacdo, como nas atividades propostas pelos
autores dos livros didaticos.

Tabela 4
Estrutura e esquema de codificacdo para andlise qualitativa dos dados.
Item An.a lls‘e Descricao Codificaciao
qualitativa
PT — parte-todo
QT — quociente
1 s RZ —razdo
1  macroanalise flexibilidade
OP — operador
MD — medida
ME - medigio
EQU - equivaléncia (P-fragdes proprias,
I-fragdes improprias, M- numeros
mistos)
2 macroanalise  razoabilidade RNU - reta numérica (“x” houve; “-”
ndo houve)
OPE - operagao (P-fragdes proprias, I-
fragdes improprias, M- nimeros mistos)
DIS - associagdo a um nimero que
represente o seu tamanho de forma
1 senso de discreta.
3  macroanalise . o ,
magnitude CON - associag@o a um nimero que
represente o seu tamanho de forma
continua.
desenyolwmento CNS - conceitual ndo-simbolico
conceitual, . e
. 1 . CSI - conceitual simbolico
4  microanalise  procedimental, . 4
. ~ PNS - procedimental ndo-simbdlico
simbdlico, ndo- . e
T PSI - procedimental simbolico
simbdlico

Acta Sci. (Canoas), 23(4), 77-111, Jul./Aug. 2021

92



Mais detalhadamente, no item 1 da Tabela 4, a flexibilidade foi
analisada pela diversidade do simples surgimento ou uso estratégico das
interpretagdes ao longo da série de livros. Neste quesito ndo foram levadas em
conta a profundidade e a extensao com que cada interpretacao foi desenvolvida.
Foram consideradas as conexdes entre as diferentes interpretagdes. Para a
afericdo do item 1, consideramos a promog¢do para a compreensao de uma
mesma situacdo, ou em situagdes correlatas, por duas ou mais interpretagoes de
fragdo. No item 2, a equivaléncia de fragdes e as operacdes aritméticas foram
investigadas pela diversidade do estudo com denominadores iguais ou
diferentes sendo efetuadas com fragdes proprias, improprias ou mistas. A
razoabilidade também deve ser atendida pelo trabalho com o correto
posicionamento das fragdes na reta numérica. No item 3, o senso de magnitude
foi estudado a partir da compreensdo da associa¢do da medida a um numero
que represente seu tamanho, tanto de forma discreta, quanto continua. No item
4, o desenvolvimento conceitual e procedimental das fragdes foi depreendido a
partir dos desdobramentos dos discursos e das atividades oferecidas pelos
autores dos livros didaticos, discriminando-os quanto as opgoes de abordagem
pelo lado ndo-simbdlico e simbolico. Em outras palavras, este quesito esteve
concentrado nos caminhos eleitos pelos autores dos livros didaticos quanto ao
desenvolvimento pelo lado conceitual ou procedimental e pelas preferéncias de
estimulos concretos ou notagdes matematicas de fragdes. De um modo geral,
as codifica¢des para o item 4 foram atribuidas para a tendéncia ou maior relevo
oferecido pelos autores pelo lado conceitual ou procedimental e ndo-simbdlico
ou simbdlico. Assim sendo, foi possivel que a certa altura os livros tenham dado
maior énfase para um ou outro desenvolvimento e um ou outro estimulo, apesar
de terem feito uso dos dois. Nesse caso, trouxemos ao primeiro plano o maior
destaque dado nos livros cujos resultados e analises ddo sequéncia ao texto.

RESULTADOS E ANALISES
Contexto geral dos livros

Antes de apresentarmos os resultados e andlises a respeito dos livros
estudados, convém fornecer um panorama geral sobre as abordagens em cada
série. Os livros brasileiros iniciaram cada capitulo com uma historia em
quadrinhos ou uma situagdo ilustrada que levava os alunos a desenvolver as
primeiras nogdes sobre o novo assunto, exercendo papel orientador das
atividades iniciais subsequentes. Essas no¢des foram apresentadas, ndo
havendo estimulos a experiéncia e a interagdo entre os alunos. O
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desenvolvimento do contetido esteve apoiado em questionamentos € em
atividades de "completar lacunas" quase que integralmente em cada capitulo.
Houve maior destinacdo de paginas para exercicios de fixacdo do que para o
desenvolvimento conceitual das ideias.

Os livros estadunidenses iniciavam cada novo topico com algum
estimulo ao raciocinio dos alunos, seja por meio de uma conversa com didlogo
escrito, seja por meio de um modelo a ser replicado posteriormente nos
exercicios de fixagdo. Os autores sugeriam aos professores gesticulagdes que
reforgassem as ideias a desenvolver. Esses autores optaram por macica
quantidade de exercicios de fixacdo, quase sempre a partir de algum modelo
resolvido, gerando grande quantidade de paginas. Logo apés, ofereciam
problemas ligados ao tema. Os livros estadunidenses pareciam conduzir as
acoes dos professores com muitos detalhamentos atitudinais e procedimentais.

Os livros japoneses, de modo geral, iniciaram algum novo contetido
com algum desenvolvimento conceitual em diferentes frentes e representagoes
(Figura 4a). Eles orientaram os professores sobre argumentacdes e interagdes
entre os alunos, sempre que possivel. Esses estimulos eram seguidos de algum
treinamento a partir de diferentes visdes ou interpretagdes sobre 0s mesmos
objetos em estudo.

Figura 4

(a) diferentes visoes sobre o mesmo objeto, (b) convite a comparagdo e a
ampliagdo do raciocinio; (c) convite a interagdo em meio a atividade de
medi¢do de fragoes (Elementary School — (a) livro 2, p.84; (b) livro 2, p.86;
(c) livro 5, p.84.)

Kazuo with Miyuki.

@ Compare the Miyuki with Hiroshi,

¥ got confused. What made them

i © Think about how to compare the result of Kazuo with Hiroshi.

discuss what they need have to do.

Os autores japoneses nao sugeriam grandes quantidades de exercicios
de fixacdo e pareciam deixar a cargo dos professores-regentes o
desenvolvimento de atividades segundo suas intuigdes, criatividades e
experiéncias. Foi comum encontrar nesses livros questionamentos que
levassem os alunos a refletir sobre alguma atividade além dos limites do que
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realizavam naquele momento. Do mesmo modo, esses autores frequentemente
convidavam os alunos ao trabalho compartilhado e a comparacao (Figura 4b)
sobre os diferentes raciocinios e resultados alcangados, inclusive refor¢ando
essa ideia com figuras de alunos realizando as tarefas em conjunto (Figura 4c).
O aproveitamento de aspectos pictdricos foi evidente nos livros japoneses.

Desdobramentos dos quatro itens em estudo
Flexibilidade

Em uma macroanalise, o resultado do estudo com a desenvoltura
mental por meio das interpretacdes de fragdes nas trés séries de livros encontra-
se sintetizado na Tabela 5.

Tabela 5

Interpretacoes de fragoes trabalhados nos livros diddaticos.

Livro Brasil Estados Unidos Japio
1 - PT -
2 - - PT/MD
3 - PT PT/MD
4 PT PT PT/MD
5 PT/QT/OP/MD PT PT/QT/RZ/OP/MD
6 PT/QT/RZ/OP PT/RZ PT/QT/RZ/OP/MD
7 PT PT/QT/RZ/OP -
8 PT/OP - -

Os livros brasileiros concentraram o estudo de fragdes na interpretacdo
parte-todo. Houve uma tnica incidéncia de uso de medida no livro 5 ao
comparar comprimentos de barras, cordas e palitos para introduzir a ideia de
fragdo. As demais interpretagdes foram oferecidas prioritariamente em
exercicios de fixacdo e propostas de problemas.

O primeiro livro da série estadunidense utilizou a ideia de igualdade-
desigualdade e meios-quartos de figuras geométricas diversificadas (Figura 5)
baseadas em parte-todo.
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Figura §

Reconhecimento de meios e quartos no livro 1 estadunidense (Eureka, livro 1,
p.121)

2. What part of the shape is shaded? Circle the correct answer.

b.

a.

1 half 1 quarter 1 half 1 quarter

O trabalho estadunidense com parte-todo somente foi retomado no final
do livro 3 ao lado do inicio do posicionamento das fracdes na reta numérica.
De modo geral, todos os livros estadunidenses trabalharam fortemente a
interpretagado parte-todo com retangulos e outras figuras e o posicionamento na
reta numérica. O livro 6 iniciou o trabalho com razio sendo coerente com a
interpretagdo parte-todo utilizado nos livros anteriores (Figura 6).

Figura 6

Razao no livro estadunidense (Eureka, livro 6, p.30)

Shanni and Mel are using ribbon to decorate a project in their art class. The ratio of the length of Shanni’s ribbon to the
length of Mel’s ribbon is 7: 3.

Draw a tape diagram to represent this ratio.

Shanni

| | | | 7 inches
3 inches

7:3
el I:I:I:l
Shanni 2Zm 2m 2m 2Zm 2Zm 2m 2Zm
14 meters
6 meters
14:6
el
Shanni | 3in. | 3in | 3in 3in.| 3in. | 3in. | 3in | 21 inches
9 inches
21:9

el

A série japonesa trabalhou intensamente as interpretagdes parte-todo e
medida nos livros 2 a 4 (Figura 3c¢), inserindo os demais nos livros 5 e 6. Essa
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série consumiu mais paginas dos livros com o desenvolvimento das nogdes em
estudo do que com exercicios e problemas.

No que diz respeito a flexibilidade, todos os autores fizeram uso das
cinco primeiras interpretacoes de fragdes da Tabela 2, ndo abordando a medigao.
Uma analise mais acurada permite, no entanto, constatar modos diversos de
implementacdo dessas interpretacdes. Os livros japoneses se aproximam mais
do que pregam pesquisadores em Educagdo Matematica, Psicologia Cognitiva
e Neurociéncia para o ensino de fragdes, ou seja, desenvolvimento
diversificado e relacionado das interpretagdes de fragdes, apesar de nao ter feito
uso de medi¢do. Ao contrario, os livros brasileiros e estadunidenses conduziram
suas abordagens quase que integralmente em parte-todo, tendo empregado
outras interpretagdes de modo timido e isolado. Essa performance pode
prejudicar a compreensao de fragdes de modo lato, tendo em conta que parte-
todo ndo parece ser capaz de promover a amplitude e profundidade necessarias
e que fertilize outras esferas da Matematica, de acordo com a comunidade de
investigadores.

Razoabilidade

A macroanalise também contemplou a razoabilidade nas trés séries de
livros, cujos resultados se encontram na Tabela 6.

Tabela 6

Equivaléncia, reta numérica e operagoes aritméticas com fragoes.

Livro Brasil Estados Unidos Japao

"' "EQU RNU OPE _EQU RNU OPE _EQU RNU _ OPE
2 - - - - - - - - -
3 - - - P/l X - - X P2
4 - X - P/M x PIUM PIM X P/UM
5 II\//}/ X - opm X MM  PIM
p PI\//}/ ) PAM oo x PIM Lo . P/UM
7 PA x  PIM - - - - ) .
g P P//M - -

M X i - i -

2 apenas operagdes aritméticas com denominadores iguais.
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A série brasileira introduziu o estudo de equivaléncia de fragdes por
meio de comparagdes de figuras parte-todo, seguida de uma defini¢cdo. Usou a
reta numérica para posicionamento das fragdes. Houve abordagem das fragdes
proprias, improprias e mistas, preferencialmente pelas proprias. O autor da série
brasileira iniciou as operagdes com fracdes no sexto livro. Os livros
estadunidenses seguiram a mesma linha de conduta dos japoneses, com exce¢ao
da opgdo de posicionamento de fracdes na reta numérica desligada da
compreensao de medigdo (Figura 7).

Figura 7

Posicionamento de fragées na reta numérica (Eureka, livro 3, p.197)

1. Estimate to equally partition and label the fractions on the number line. Label the wholes as fractions,
and box them. The first one is done for you.

i 5 2 8 2
3 3 3 : 3 3
|
[
2

vl =

a. thirds

A opcao dos livros japoneses foi a de trabalhar com a reta numérica do
inicio ao fim da abordagem de fragdes na perspectiva de medida (como iteragio
de fragdo unitaria), mas ndo dispensaram o apoio dado pela interpretacdo parte-
todo. Trataram das fragdes proprias, improprias € mistas do livro 4 ao 6 ¢ as
operagdes aritméticas basicas foram objeto de estudo nos livros 4, 5 e 6.

Infere-se desses resultados que as trés séries trabalharam a
razoabilidade, tendo se diferenciado apenas no modus operandi dos usos da
equivaléncia de fracdes, da reta numérica e das operagdes aritméticas basicas.

Senso de magnitude

A Tabela 7 resume a macroanalise sobre o senso de magnitude expresso
nas comparacgdes matematicas de quantidades com auxilio de um nimero que
represente seu tamanho, seja de forma continua (CON) ou discreta (DIS).
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Tabela 7

Senso de magnitude - unidade de medida nos livros didaticos.

Livro Brasil Estados Unidos Japio
2 - - CON
3 - DIS CON
4 DIS DIS CON
5 DIS DIS DIS-CON
6 DIS DIS DIS-CON
7 DIS DIS -
8 DIS - -

A série brasileira apresentou prioritariamente situagdoes de contagem
em todos os livros, com excecao de raras circunstancias, a exemplo da Figura
8. Por essa escassez, consideramos o senso de magnitude como discreto nessa
série.

Figura 8

Senso de magnitude continuo em livros brasileiros (A Conquista da
Matematica: (a) livro 5, p.148; (b) livro 6, p. 134; (c¢) livro 7, p. 128)

(a) (b)

O livro 3 estadunidense iniciou o estimulo ao senso de magnitude com
a representagdo em circulos e barras (Figura 9a) na forma de um problema.
Toda a extensa explanagdo seguiu de modo discreto havendo apenas um caso
de abordagem com liquidos e, por essse motivo, consideramos como tendo
havido prioritariamente representacao discreta (Figura 9b). A representagdo de
tamanho foi rara nos livros estadunidenses e quando ocorria, era de modo
discreto (Figura 9c).

99 Acta Sci. (Canoas), 23(4), 77-111, Jul./Aug. 2021



Figura 9

(a) Senso de magnitude por meio de um problema; (b) Posicionamento de
fragoes na reta numeérica, (c) Senso de magnitude em livros estadunidenses
(Eureka livro 3 - (a) p.128; (b) p.249; (c) p.334) - (continua)

(a)

9. Robert ate % of a small pizza. Elizabeth ate% of a large pizza. Elizabeth says, “My piece was larger than

1 1 . <
yours, so that means rie ;.“ Is Elizabeth correct? Explain your answer.

1 2 4
—_— P z —_— 2
] ! ] ! | H 1 H |
halves 1 : 1 ; 1 + 1 + 1
0 1 2
9 3 s 7
fourths 4 4 4 1
% a
' | ' ! ' 2
' ' ' '
halves I L L I r 0 1 1 1 I 0 ' I
1] 1 2
0
sixths E
(©)
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Shade the models to compare the fractions. Circle the larger fraction for each problem.

L 2fifths | | | | | |

2 thirds | ‘ ‘ |

2ozee [ [ [ T T T T T T T ]

zegens [ [ [ [ [ 1 [ [ ]

Vale dizer que os livros brasileiros e estadunidenses propuseram alguns
exercicios sem o devido cuidado com a determinagdo da unidade. O livro 5
brasileiro propds a escrita da fragdo que representa a parte colorida da figura
(Figura 10a) sem determinar a unidade. Nesse caso, a resposta poderia variar
no minimo entre 8/5 ou 8/10 a depender do que fosse considerado como
unidade. O livro 3 estadunidense, por sua vez, ndo considerou a possibilidade
de a magnitude de 1/4 poder ser maior, menor ou igual a 1/2, a depender da
unidade das fragoes (Figura 10b). Esse fato ocorreu por varias vezes ao longo
dos livros.

Figura 10

Fracoes sem determinagdo da unidade - (a) brasileiro; (b) estadunidense (a-
A Conquista da Matematica, livro 5, p.154; b- Eureka, livro 3, p.118)

(2) (b)
Escreva a fra¢do que representa a
pal‘te COlOI‘ida de Vel‘de em Cada 2. Circle less than or greater than. Whisper the complete sentence.
caso. a 1 s less than 1 b, 1 s less than 1
2 6 2
greater than greater than

O segundo livro da série japonesa iniciou o senso de magnitude com
um convite a reflexdo sobre a comparagao de diferentes comprimentos de duas

fitas pela medida % (Figura 4c). Esse convite pode ensejar uma discussio sobre

o fato de se dever considerar a existéncia de diferentes unidades para fragdes.
Os livros subsequentes ampliaram e aprofundaram esse ambito, conforme o

101 Acta Sci. (Canoas), 23(4), 77-111, Jul./Aug. 2021




tema ganhava novos ingredientes: no terceiro livro japonés, os autores
compararam fracdes de mesmo denominador (Figura 11a) de modo continuo;
no quarto livro expandiram essa compara¢ao com denominadores diferentes
(Figura 11b) também de modo continuo; no quinto livro compararam fragdes
pelas medidas de capacidade (Figura 11c) de modo discreto e continuo e,
finalmente, no sexto livro estimularam a comparagao discreta e continua em
meio ao trabalho com as operagdes aritméticas de fracdes (Figura 11d).

Figura 11

(a) comparagdo de fracoes com o mesmo denominador; (b) comparagdo de
fragées com os denominadores diferentes; (c) comparagdo de fracées com

medidas de capacidade; (d) comparacao de fragoes com operagoes
aritméticas (Elementary School — (a) livro 3, p.93; (b) livro 4, p. 78; (c) livro

2, p. 118; (d) livro 6, p. 34)

(b)

e The Structure of Fractions
| ——
2 =
bar from the lefttoa $mC_1 T T T
T —————
length that matches 5™l 1 —
e
each fraction. L !
© How many ém o T T 7T
are in 3m" 0 I(im
5
@ Fill the  with a number. '
© How many ém arcin i m? -
IRATE 3 4
0o W er. >
@ Which is longer, gmorgm

(c)

following by using this au

mber line

Pour orange juice in a fraction measuring cup.

Desenvolvimento conceitual, procedimental, simbdélico, nao-simbolico
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A Tabela 8 sintetiza a microanalise sobre o desenvolvimento conceitual,
procedimental, simboélico ou nao-simbdlico encontrado nos livros brasileiros,
japoneses e estadunidenses, destinados a cada ano do ensino bésico.

Tabela 8

Desenvolvimento conceitual, procedimental, ndo-simbdlico, simbolico.

Livro Brasil Estados Unidos Japao

1 - PNS -

2 - - CNS/PNS

3 - CSI/PNS/PSI CNS/CSI/PNS/PSI
4 CNS/PNS/PSI PSI CNS/CSI/PNS/PSI
5 PNS/PSI CSI/PSI CNS/CSI/PNS/PSI
6 CNS/PNS/PSI CSI/PSI CNS/CSI/PNS/PSI
7 PNS/PSI - -

8 PNS/PSI - -

A série brasileira, iniciou cada capitulo com alguma histéria ou situagao
que contextualizasse o conteudo. As primeiras nogdes de fragdes foram
desenvolvidas com dobraduras no livro 4. Logo depois, privilegiou abordagens
mais procedimentais do que conceituais, no sentido que definimos
anteriormente. De modo geral, a breve introdugdo do conteudo era seguida de
algum modelo de exercicio resolvido acompanhada de problemas propostos.
Os procedimentos nao-simbolicos foram apresentados - e ndo desenvolvidos ou
estimulados - e estavam quase sempre associados aos simbolicos.

Os livros estadunidenses, apesar de desenvolverem alguns aspectos
conceituais, simboélicos ou ndo, apresentaram énfase em desenvolvimentos
procedimentais seguidos de grande quantidade de exercicios com um modelo
que os antecedia. Por exemplo, a soma de fragdes com mesmos denominadores
foi estudada a partir de um modelo de decomposigdo das parcelas em numeros
mistos (Figura 12). O estimulo conceitual nos livros estadunidenses era
sugerido no inicio de cada novo assunto como uma estratégia dada aos
professores.
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Figura 12

Decomposigdo de fragoes para a realiagdo da operagdo de soma em livro
estadunidense (Eureka, livro 4, p.421)

1. Solve.

1 2 3
a. 3- + 2-=5+-=
3 3 3

AN N

3 I 5 Z
3 3

A série japonesa sempre associou aspectos conceituais aos
procedimentais. No inicio desenvolveu unicamente aspectos ndo-simbolicos
(livro 2), expandindo para situagdes simbolicas do livro 3 ao 6.

Todos os livros, em geral, se esforcaram em trabalhar aspectos
conceituais, procedimentais, simboélicos e ndo-simbolicos. Novamente, a
énfase foi o diferencial. Os livros brasileiros e estadunidenses concentraram-se
em aspectos procedimentais, em detrimento dos conceituais. Essa pratica ¢é
condenada pela comunidade cientifica especifica e este pode ser um diferencial
marcante para a construgdo de conceitos que virdo a influir em Matematica
futura. O uso prematuro de definicdes sem que as principais nogdes tenham
sido concretizadas pode comprometer o entendimento do que sejam fracgdes e,
consequentemente, justificar comportamentos como os de alguns alunos
considerarem 2/5 como resultado de 1/2 + 1/3, por exemplo. A quantidade de
paginas destinadas aos exercicios e problemas, em detrimento do trabalho com
aspectos conceituais parece ser indicativo da preferéncia dos autores por uma
ou outra abordagem.

CONCLUSOES

O objetivo de nossa investigacdo foi o de entender em macro e
microanalise qualitativas como trés séries de livros didaticos do Brasil, Estados
Unidos e Japao lidam com a flexibilidade, razoabilidade e senso de magnitude
das fragdes ¢ com o desenvolvimento conceitual e procedimental, nas
perspectivas simbolicas e mnado-simbolicas, apoiados principalmente nas
seguintes constatagdes cientificas: (1) pesquisadores reconhecem a relevancia
do estudo de fragdes por moldar o desempenho futuro da matematica de alunos,
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a depender da abordagem eleita pelos professores; (2) professores baseiam-se,
prioritariamente, em livros didaticos para planejar aulas e; (3) o PISA apresenta
desempenhos discrepantes de alunos brasileiros, estadunidenses e japoneses na
Matematica nas tltimas trés edigoes.

A perspectiva da macroanalise foi estudada nas dimensdes de
flexibilidade, razoabilidade e senso de magnitude. A flexibilidade foi praticada
nas trés séries de livros. A diferenga, contudo, esteve na énfase dada: livros
japoneses optaram por apoiar o estudo em medida (como iteragdo de fragdes
unitarias) e parte-todo e, livros brasileiros e estadunidenses sustentaram suas
abordagens em parte-todo. A op¢do desses dois ultimos paises parece ser
contraria ao que prega a comunidade cientifica especifica para o amplo e
profundo estudo de fragdes. A razoabilidade, do mesmo modo, foi contemplada
nas trés séries quanto ao uso da equivaléncia de fragdes proprias, improprias e
mistas, posicionamento na reta numérica e operagdes aritméticas basicas.
Novamente, a desigualdade se concentrou no modus operandi intrinseco das
abordagens. De maneira divergente, o senso de magnitude foi tratado pelos
japoneses inicialmente de modo continuo nos trés primeiros livros, progredindo
para o modo discreto. Esse fato estd em sintonia com a énfase do estudo de
fragdes como medida, apesar de ndo ter sido também como comparagdo de
quantidades diferentes (como medi¢cdo), como defendem pesquisadores
alinhados com a ontologia das fragdes. Os livros brasileiros e estadunidenses
deram relevo ao modo discreto, tendo uma ou outra incidéncia do modo
continuo. Ademais, essas duas séries apresentaram equivocos em algumas
propostas de exercicios ao desconsiderarem a unidade como base para
compreensdo do que deveria ser realizado pelos alunos.

A perspectiva da microanalise examinou o desenvolvimento conceitual,
procedimental, simbolico e ndo-simboélico das fragdes. Os livros brasileiros e
estadunidenses realgaram o trabalho procedimental em detrimento do
conceitual. Os livros japoneses optaram por investir a maior parte de suas
paginas com o trabalho conceitual.

De modo sumario, a conjuntura apresentada nesta investigagdo
confirma as alegagdes da comunidade cientifica acerca do estudo de fragdes. O
contexto brasileiro e estadunidense primou pela interpretagdo parte-todo e por
uma abordagem pautada em procedimentos, enquanto o cenario japonés
destacou a interpretacdo de medida como iteragdo de fragdes unitarias, de parte-
todo e por uma énfase conceitual, estando, assim, mais proximo do que
recomendam pesquisadores da area de Educacdo Matematica.
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Podemos afirmar que os livros dos trés paises nao trataram da
interpretacdo de medi¢do. A falta dessa interpretagdo fundamental pode
influenciar a compreensio de matemadticas futuras, como pregam
investigadores da Educagdo Matematica. Assim sendo, recomendamos que a
interpretagdo de medicdo seja incluida em edigdes futuras pelas indicagdes de
sua utilidade e importancia. O estudo, Powell (2019b), d4 indica¢des que uma
introdugdo ao estudo de fragdes da perspectiva de medi¢ao pode desenvolver
as habilidades de pensamento teodrico dos alunos, indo além das formas
empiricas de conhecimento.

Por fim, de um modo geral, as circunstancias hodiernas dos trés paises
nos remetem a perguntas continuas e mais aprofundadas que deem continuidade
a essa investigacdo e que fornega mais conhecimentos que nos levem a
possibilidades esperangosas de reversao do panorama apresentado no PISA.
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