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RESUMO

Contexto: A proporcionalidade é um topico de reconhecida importancia ao
nivel da literacia matemética dos alunos. Neste topico é fundamental a compreensdo da
comparacdo multiplicativa e do uso flexivel dos conceitos de razdo e proporcao.
Objetivos: Analisar a articulagdo entre conceitos, estratégias de resolucdo e
representacdes utilizadas pelos alunos, suportadas por relagdes numeéricas e
propriedades das operagdes a fim de caracterizar um modelo da evolugdo conceptual
da comparacdo multiplicativa. Design: Research based design. Ambiente e
participantes: Duas professoras de Matematica a lecionar o 6.° ano (alunos
maioritariamente com 12 anos) e os seus 38 (18 + 20) alunos durante as aulas em que
foram exploradas cinco tarefas. Coleta e andlise de dados: Os dados incluem a
transcricdo dos registos video das aulas e as producdes escritas dos alunos. Os dados
foram sucessivamente revisitados e condensados de modo a identificar e ilustrar os
aspetos que integram o modelo de evolugdo conceptual da comparacdo multiplicativa.
Resultados: A construcdo do conceito de comparacdo multiplicativa prevalece no
trabalho em dois espacos de medida e na exploragdo da relacdo multiplicativa entre as
guantidades correspondentes dentro de cada um. As estratégias de resolugdo comegam
por ser ndo quantitativas e transformam-se em quantitativas com caracteristicas
inicialmente aditivas e depois multiplicativas. As representagdes baseiam-se na razdo
sob a forma de fracdo, na linha numérica dupla e na tabela de raz6es, sendo sustentadas
em relagdes numéricas e propriedades das operacdes. Conclusdes: Os resultados
elucidam, ajustam e ilustram um modelo teérico relativo a evolugdo da comparacgao
multiplicativa em dois espacos de medida.

Palavras-chave: comparagdo multiplicativa; flexibilidade; estratégias;
representagdes.
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Model of Flexibility in the Conceptual Evolution of Multiplicative Comparison

ABSTRACT

Background: Proportionality is a paramount topic in students' mathematical
literacy. In this topic, it is fundamental to understand the multiplicative comparison and
the flexible use of the concepts of ratio and proportion. Objectives: To analyse the
articulation between concepts, resolution strategies, and representations used by stu-
dents, supported by numerical relationships and properties of operations to characterise
a model of the conceptual evolution of multiplicative comparison. Design: Research
based design. Setting and participants: Two mathematics teachers teaching 6th grade
(11-12-year-old students) and their 38 (18 + 20) students during the lessons in which
five assignments were explored. Data collection and analysis: The data includes the
transcription of the video recordings of the classes and the students' written productions.
The data were successively revisited and condensed to identify and illustrate the aspects
that make up the model of the conceptual evolution of multiplicative comparison. Re-
sults: The construction of the concept of multiplicative comparison prevails in the work
in two spaces of measurement and in the exploration of the multiplicative relationship
between the corresponding quantities within each one. Resolution strategies are first
non-quantitative and become quantitative, initially with additive and then multiplica-
tive characteristics. The representations are based on the ratio as a fraction, on the dou-
ble number line, and on the table of ratios, being supported by numerical relationships
and properties of operations. Conclusions: The results elucidate, adjust, and illustrate
a theoretical model related to the evolution of the multiplicative comparison in two
spaces of measurement.

Keywords: Multiplicative comparison; Flexibility; Strategies; Representa-
tions.

INTRODUCAO

A proporcionalidade é um tdpico que integra os curriculos de
Matematica dos varios paises que, de um modo global, a par da importancia
dos conceitos de razdo e propor¢do que lhe estdo associados, destacam a sua
importancia ao nivel da interpretacao e resolucéo de problemas da vida de todos
0s dias dos cidadaos.

Do ponto de vista da progressao da aprendizagem da Matematica varios
autores salientam a importancia da proporcionalidade, considerando que ela
alia a consolidacdo dos conhecimentos matematicos ja adquiridos, com a
construcdo de alicerces para a matematica escolar superior e para o raciocinio
algébrico (Langrall & Swafford, 2000). De facto, um conhecimento limitado
das opera¢es multiplicacdo e divisdo e dos nUmeros racionais representados
na forma decimal ou de fracdo, influencia negativamente a compreenséo das
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nocbes de razdo e proporgdo (Pittalis, Christou, & Papageorgiou, 2003).
Trabalhar a proporcionalidade envolve consolidar o conhecimento das
operacdes com numeros racionais positivos, das suas propriedades e relagdes,
aliando-a com o que Lamon (2007) refere como uma visdo mais consolidada e
sofisticada do raciocinio multiplicativo e da comparacdo de quantidades em
termos relativos, aspetos em que incide este artigo.

Para promover uma aprendizagem significativa em Matematica
importa entrelacar 0s conteudos matematicos relevantes com o
desenvolvimento de competéncias matematicas relacionadas, por exemplo,
com o raciocinio matematico e a resolugdo de problemas. Como sublinha o
NRC (2001) uma aprendizagem significativa esta relacionada com proficiéncia
matematica, construto que integra a compreensdo conceptual (compreensao de
conceitos matematicos, operacdes e relagdes), a fluéncia de procedimentos
(competéncia em executar procedimentos de forma flexivel, precisa, eficiente
e apropriada), a competéncia estratégica (capacidade de formular, representar e
resolver problemas matematicos), o raciocinio adaptativo (capacidade para o
pensamento logico, a reflexdo, a explicacdo e a justificacdo) e aquilo que
designam por tendéncia produtiva, ou seja, a propensao comum para ver a
Matematica como sensata, Util e interessante e para crer também no seu zelo e
na sua prépria eficacia.

Todos estes elementos da proficiéncia matematica tém sido
amplamente discutidos ao nivel da Educagdo Matemética. No entanto, 0s
estudos sobre flexibilidade em Matematica tém incidido sobretudo na
flexibilidade em calculo mental (Threlfall, 2009; Rathgeb-Schnierer & Green,
2013).

Neste artigo, aprofundamos o conceito de flexibilidade que 0o NCTM
(2014) articula com o de fluéncia em Matematica, que considera estar
intimamente relacionada com a escolha flexivel de métodos e estratégias para
a resolucdo de problemas em contexto que pode, ou ndo, ser matematico, e
vamos mais longe, pois aliamos o estudo da comparagdo multiplicativa ao da
flexibilidade, aspetos pouco estudados na literatura de uma forma conjunta.
Focam-se os conceitos de fator multiplicativo, razdo e proporgéo e as conexdes
entre a compreensdo de conceitos, as estratégias de resolugdo e as
representacdes utilizadas, suportadas pelas relagbes numéricas e pelas
propriedades das operagdes, perspetivando um modelo que caracteriza a
flexibilidade na comparacdo multiplicativa. Em particular, o seu objetivo é
fundamentar e ilustrar um modelo que traduz a flexibilidade na evolugéo
conceptual da comparacdo multiplicativa.
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EVOLUCAO CONCEPTUAL DA COMPARACAO
MULTIPLICATIVA

Uma situacdo de proporcionalidade é baseada nas relagdes
multiplicativas que existem entre as quantidades que a compdem. Vergnaud
(1983, 1988) usa um modelo baseado no conceito de espaco de medida que
permite dar sentido a abordagem de situacdes deste género. Define espago de
medida em termos de grandezas fisicas tais como comprimento, massa,
dinheiro ou até mesmo pessoas. Todas estas grandezas podem ser quantificadas
e, como tal, os valores que lhes correspondem séo designados por quantidades.
Uma proporcéo é, portanto, uma relagdo multiplicativa entre as quantidades de
dois espagos de medida que Vergnaud (1983, 1988) esquematiza como se
apresenta na figura 1.

Figura l
Esquema conceptual de Vergnaud para as proporgdes.

Mi | M2

Mi e M: sdo espacos de medida
ea, b, c e d sdo quantidades.

a | b
d

c

Numa situacdo proporcional as quantidades entre espacos de medida e
dentro de cada um estdo sempre relacionadas de forma multiplicativa. Por
exemplo, entre os dois espacos de medida Mi e M temosb=kxaed=kxc,
em gue k é uma constante (constante de proporcionalidade, fator funcional). A
generalizagdo desta situagdo permite-nos considerar a sua tradugdo algébrica
como sendo uma equacdo linear do tipo y = kx (k # 0), cuja representagdo
gréafica é ilustrada por uma reta de declive positivo e que passa pela origem.

O esquema da figura 1 permite-nos também evidenciar que, dentro de
um mesmo espago de medida, a relagdo entre as quantidades € ainda
multiplicativa. Esta caracteristica possibilita-nos, ao interpretarmos a relacéo
como uma fracéo, que se considerem multiplas fragdes equivalentes. Com esta
exploracdo transformamos o esquema de Vergnaud numa tabela com mais
linhas em que os respetivos valores surgem, primeiramente através dos
maltiplos inteiros e, num momento posterior (e consoante 0 contexto em
questdo), através de um qualquer fator real (fator escalar).

Ainda em situagdes de comparacdo multiplicativa com dois espagos de
medida, Cramer, Post e Currier (1993) referem que nos problemas de valor
omisso, em que sdo indicados trés dos quatro valores de uma propor¢éo e cujo
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objetivo é determinar o valor em falta (ou termo omisso), as relacdes
multiplicativas com fatores ndo inteiros, entre e dentro dos dois espacos de
medida, apresentam um grau de dificuldade maior porque os alunos nao
compreendem os procedimentos que os conduzem a propriedades em outros
campos NUMEricos.

No entanto, quando nos referimos ao tipo de problemas utilizados na
investigacéo que permite avaliar a capacidade de raciocinar proporcionalmente
e discutir os conceitos de razdo e de proporgdo, surgem também problemas de
comparacdo entre duas razdes (Cramer, Post, & Currier, 1993; Lamon, 2007).
S&o exemplos conhecidos deste tipo de problemas 0s que procuram comparar
0 sabor de sumos de laranja quando sdo indicados diferentes nimeros de
chavenas de concentrado e de agua.

Uma razdo é definida como uma relacdo comparativa entre duas
grandezas ou dois espagos de medida (NRC, 2001) ou como o resultado de
comparar multiplicativamente duas quantidades (Thompson, 1994).
Freudenthal (2002) refere que a razdo pode classificar-se em: (i) interna ou
escalar (ou razdo dentro de um espaco de medida), se as grandezas que a
constituem partilham o mesmo espaco de medida; (ii) externa ou funcional (ou
razdo entre espacos de medida), quando é composta por grandezas de diferentes
espacos de medida. Além desta classificacdo, Freudenthal (2002) apela a
contextualizacdo fenomenolégica do conceito e defende que uma razdo pode
também ser interpretada como um quociente, no qual a razdo interna é um
numero (comparagdo multiplicativa) e a razdo externa € uma grandeza diferente
das iniciais, designada, segundo Lobato, Ellis, Charles e Zbiek (2010), como
unidade composta. Quando, por exemplo, se mistura tinta amarela e azul,
criamos uma nova cor (verde) dependente das quantidades das tintas iniciais,
gue pode ser pensada como uma unidade composta e que podemos replicar
sempre que seja necessario. A quantidade de tinta de cada uma das cores iniciais
é entdo determinada através de um processo de iteracdo (repeticdo) ou de
particio (divisdo), consoante o objetivo seja aumentar ou diminuir a mistura
que originou agquele tom de cor verde.

No percurso evolutivo e conceptual da proporcionalidade comegamos
por considerar situagfes contextualizadas em que o aluno, de uma forma mais
ou menos intuitiva, efetua procedimentos operativos apenas em um espaco de
medida (razdo interna ou escalar). De seguida, as situacbes em contexto devem-
lhe permitir interpretar e efetuar procedimentos em dois espagos de medida
(razdo externa ou funcional). Numa fase posterior, surgir-lhe-4 a ligacdo a
funcdo linear na qual se considera a interpretacdo e representacédo grafica.
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FLEXIBILIDADE NA COMPARACAO
MULTIPLICATIVA

A flexibilidade na resolucdo de tarefas e, em particular, de problemas
de comparacdo multiplicativa baseia-se na ideia de que as estratégias de
resolucdo sdo construidas e ndo apenas utilizadas. Threlfall (2009), no contexto
especifico do calculo mental, defende que as estratégias de céalculo mental vao
sendo construidas e ndo apenas utilizadas, isto é, ndo sdo selecionadas de uma
colecdo e depois aplicadas, mas sdo de natureza emergente no sentido que
vamos escolhendo o que fazer com os nimeros. “A estratégia de calculo néo
foi selecionada e aplicada, foi aparecendo” (Threlfall, 2009, p. 548), ou seja, 0s
nameros que surgem num problema levam-nos a uma estratégia de célculo de
cunho pessoal e que é construida passo a passo. A estratégia por nds construida
depende, por isso, do conhecimento que temos dos numeros, das suas
propriedades e relagbes (composicdo, decomposi¢do, aproximacao,
combinagdo, substitui¢do, ...) e do seu papel a nivel operativo, ou seja, um
maior conhecimento permite que dominemos um maior nimero de opgdes.
Threlfall (2009) defende, por isso, que a flexibilidade em céalculo mental surge
de uma “descoberta”, que pode em parte ser ndo consciente, e que é
influenciada por uma relagcdo de confianca, de facilidade e de viabilidade
experimentada por cada um no contexto em causa.

A flexibilidade de célculo mental, considerada como uma forma
apropriada de agir perante um problema, Rathgeb-Schnierer e Green (2013)
juntam a ideia de que somente uma combinacdo dindmica entre meios
estratégicos (composi¢do e decomposi¢do de nimeros, utilizagdo de analogias
entre as diferentes ordens na representagdo dos numeros, ...), caracteristicas
dos problemas, regularidades numéricas e suas relacdes a permite evidenciar.

Neste estudo, conciliamos estas Gltimas propostas com as ideias de
Threlfall (2009) e consideramos que a flexibilidade de estratégias (entendidas
como procedimentos de calculo) é um processo dindmico que vamos definindo
progressivamente. A construcao da estratégia desenvolve-se ainda na relacdo
entre o conhecimento de conceitos (compreender porque fazer) e de
procedimentos (compreender como fazer), na influéncia que cada um determina
no outro e no quanto ambos sdo imprescindiveis para a compreensao
matematica. Segundo Sfard (1991), na construgdo do conhecimento
matematico os termos estrutural (conceito) e operacional (processo) séo
inseparaveis, sdo “facetas de uma mesma coisa” (p. 9) e é esta dualidade que
deve ser explorada e evidenciada no processo de ensino e aprendizagem.
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REPRESENTACOES NA COMPARACAO
MULTIPLICATIVA

O papel das representaces (externas) tem vindo a ser discutido e
valorizado no processo de ensino e aprendizagem da Matematica, numa ligacao
muito estreita com a compreensdo de conceitos e de procedimentos e nas
conexdes entre ambos. De acordo com 0 NCTM (2000), “a representagdo ¢é
central para o estudo da matematica” (p. 280) e, no contexto de uma sala de
aula, a exploracdo de diferentes representacdes na resolucdo de determinada
tarefa, a sua discussdo e reflexdo conjunta sobre qual a mais adequada, fazem
parte do processo de comunicacao matematica a desenvolver ao longo de toda
a escolaridade. A relevancia das representagdes surge, segundo NCTM (2014),
quer nas agdes dos alunos (aprendizagem), por exemplo, quando utilizam varias
formas de representacdo para darem sentido a uma situacdo problematica ou
quando contextualizam ideias matematicas em situacdes da vida real; quer nas
acOes dos professores (ensino), por exemplo, ao selecionarem tarefas que
permitam aos alunos decidir sobre quais as representacdes a usar ou ao
solicitarem que eles facam desenhos, esquemas ou outro suporte visual para
explicarem e justificarem o seu raciocinio.

As conexdes entre conceitos, entre modos de representagdo e entre
conceitos e modos de representagdo sdo um fator positivo para o processo de
aprendizagem. Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) referem especificamente
as conexdes entre 0 conceito de razdo e os diferentes modos de representacdo
defendidos por Bruner (1966) — ativo, icénico e simbdlico — e que denominam
por representacdes concretas, figurativas e simbdlicas, respetivamente.

Conceitos como fracdo, razdo, decimal e percentagem
constituem ideias chave a serem trabalhadas em situagdes
significativas para os alunos e que Ihes permitam a passagem
de umas representacdes para outras, das concretas para as
figurativas e destas para as simbdlicas. (Abrantes et al., 1999)

As representagdes sdo, portanto, consideradas como ferramentas de
suporte a compreensao de novos conceitos ou procedimentos e a resolucao de
problemas. Vergnaud (1983, 1988) defende que a representacdo esquematica
de problemas, tal como exemplificado anteriormente, se torna importante para
a sua resolucéo e para realcar o papel das estruturas multiplicativas no conceito
de comparacdo multiplicativa. Nao faz referéncia ao tipo de numeros
envolvidos e, como tal, as quantidades em cada um dos espacos de medida
podem ser nimeros inteiros ou ndo inteiros, representados sob diversas formas.
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Numa fase inicial de aprendizagem os modelos de representacdo devem
estar, de acordo com van Galen et al. (2008), muito préximos de situacoes
contextualizadas, mas & medida que a escolaridade avanca, devem permitir que
os alunos raciocinem para além de uma situacdo concreta. Sugerem, por isso,
gue progressivamente surja a substituicao de “modelos de situagdes concretas
por modelos para pensar” (p. 18), que exemplificam com a utilizagdo e
exploracdo da barra dupla ou da linha numérica dupla com fragdes,
percentagens, decimais e proporgdes.

O uso de diversas representacdes, por parte dos alunos, na resolucéo de
tarefas especificas surge, neste estudo, numa posicao de destaque relativamente
a discussdo sobre flexibilidade na evolugdo conceptual da comparagdo
multiplicativa. E realcada a representacdo de raz&o sob a forma de fraco e a
utilizacdo de tabelas e linhas numéricas duplas, com nimeros inteiros e ndo
inteiros.

MODELO DE FLEXIBILIDADE NANEVOLU(;AO DA
COMPREENSAO DA COMPARACAO
MULTIPLICATIVA

No sentido de analisar a flexibilidade na compreensdo da comparagao
multiplicativa, manifestada pelos alunos na resolucdo de tarefas, propomos um
modelo baseado na sua evolugdo conceptual (Vergnaud, 1983, 1988) em que
identificamos trés niveis: comparagdo multiplicativa em um espaco de medida;
comparagdo multiplicativa em dois espagos de medida; comparagéo funcional
(funcdo linear). Na figura 2 estes niveis estdo indicados na coluna da esquerda
e cada um é articulado (setas horizontais de sentido duplo) com as estratégias
de resolucdo (segunda coluna, da esquerda para a direita) e as representacdes
(Ultima coluna, da esquerda para a direita) utilizadas pelos alunos. As referidas
ligacbes entre estratégias e representacdes sdo conduzidas por aspetos
numeéricos, relagdes numéricas e propriedades das operaces, escolhidas pelos
alunos (setas horizontais de sentido duplo).
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Figura 2
Flexibilidade e evolucao conceptual da comparacéo multiplicativa.
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A flexibilidade é suportada pelas relagdes horizontais, de sentido duplo,
entre as quatro colunas e pelas articulagfes verticais, de baixo para cima, que
simbolizam o desenvolvimento conceptual da comparagdo multiplicativa. E
considerada um processo dinamico no sentido de adaptacdo das estratégias de
resolucdo e do uso de representacdes as caracteristicas das tarefas, no qual as
relacbes numéricas e as propriedades das operagcdes adquirem um papel de
destaque.

METODOLOGIA DE INVESTIGACAO

Tendo como objetivo a construgdo de uma teoria local sobre a
promogdo flexivel da comparacdo multiplicativa este estudo segue uma
metodologia de Investigacdo Baseada em Design (IBD) (Gravemeijer & Cobb,
2013) com dois ciclos de investigagéo.

A opcéo pela IBD justifica-se por o objetivo do estudo se alicercar na
compreensdo, por parte dos alunos, de um tépico matematico particular quando
se explora, na sala de aula, uma sequéncia de tarefas que se constituem como
uma trajetoria hipotética de aprendizagem definida a partir da teoria (Simon &
Tzur, 2004).

O primeiro ciclo de investigagdo é realizado numa turma de 6.° ano de
escolaridade com dezoito alunos (dos quais dezassete tém onze anos e um treze
anos de idade), cuja professora de Matematica, Sofia, leciona ha 16 anos. O
segundo ciclo de investigacdo, ocorre no ano letivo seguinte e assenta hum
ajuste da trajetdria de aprendizagem usada no primeiro. E realizado numa outra
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turma de 6.° ano com vinte alunos (dos quais quinze tém onze anos, quatro tém
dez anos e um tem treze anos de idade), e cuja professora, Vera, tem 28 anos
de experiéncia docente. Nos dois ciclos de investigacdo a primeira autora deste
artigo promove reunides de trabalho com as professoras, nas quais, ap0s uma
explicacdo das linhas gerais do projeto, se efetua uma apresentacdo e
discussdo aprofundada de cada tarefa. S&o analisados e discutidos
documentos escritos em que se propdem os enunciados das tarefas, 0s seus
objetivos de aprendizagem, o0 seu enquadramento no Programa de
Matematica em vigor, as indicaces de exploracdo das tarefas na sala de
aula, incluindo a antecipacdo de resolucdes e os provaveis erros dos alunos.
E nestas reunides que se ajusta também a planificacdo a médio prazo
anteriormente estabelecida pelas professoras e € acordada a calendarizacdo
da experiéncia de ensino.

A primeira autora deste artigo construiu um esboco inicial da trajetoria
hipotética de aprendizagem a partir da teoria (ver seccdo seguinte), que foi
ajustado de acordo com os contributos das duas professoras, essencialmente nas
reunides referidas anteriormente, e da analise preliminar dos dados relativos ao
primeiro ciclo de investigacao.

Os dados recolhidos® incluem a transcricdo dos registos video das aulas
dos dois ciclos de investigacdo e todas as produgdes escritas dos alunos.

A analise de dados comegou com as descri¢des detalhadas de cada aula
que incluiram as intervencdes orais no decorrer das apresentagdes/discussoes
ai efetuadas e das producdes escritas registadas pelos alunos. Este corpo de
dados foi sucessivamente revisto visando identificar os aspetos que integram o
modelo tedrico (figura 2): (i) as estratégias de resolucdo usadas pelos alunos —
traduzem ou ndo quantificagdo, sdo estratégias aditivas associadas a adigdo de
parcelas iguais e a decomposicao de nimeros, sao estratégias multiplicativas;
(i) os numeros usados pelos alunos — inteiros, pares ou impares, multiplos de
..., Ndo inteiros representados sob a forma de fracdo, de decimal, de numeral
misto ou de percentagem; (iii) representacdes usadas pelos alunos — razfes
representadas sob a forma de fracéo, linhas numéricas duplas, tabelas de razéo;
(iv) relacBes entre os elementos considerados nas alineas anteriores —
prevaléncia ou ndo de associacOes entre a estratégia, o tipo de nimeros e as

1 0 Termo de Consentimento Livre e Esclarecido foi assinado pelos encarregados de educagéo
dos alunos participantes no estudo. A investigagio seguiu as orientagdes da Carta de Etica
para a Investigacdo em Educacio e Formacéo do Instituto de Educagéo da Universidade de
Lisboa (http://www.ie.ulisboa.pt/download/carta-etica-e-regulamento-da-comissao-de-etica),
instituicdo em que foi aprovada a tese de Doutoramento a que este artigo diz respeito
(http://hdl.handle.net/10451/42867).
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representacdes usadas, estabilidade das associacBes (sdo, ou ndo, sempre do
mesmo tipo, alteram-se, ou ndo, ao longo da exploracao das tarefas).

Este artigo incide nas estratégias de resolucao usadas pelos alunos dos
1.2 e 2.° ciclos de investigagdo na exploragdo da Tarefa 1 (Misturas de
chocolates) e da Tarefa 4 (Fazer limonadas). A selecdo destas duas tarefas
prende-se com a identificacdo de que os dados a elas relativos abrangem todos
0s tipos de estratégias identificadas na investigacao.

AS TAREFAS E O MODELO

As perspetivas conceptuais (conceitos e procedimentos) da comparacao
multiplicativa permitem idealizar uma trajetéria de aprendizagem baseada no
design de uma sequéncia de tarefas, a apresentar e explorar na sala de aula, em
que as propostas de resolugdo e os argumentos apresentados pelos alunos
ilustram diferentes niveis de compreensdo na constru¢ao do seu conhecimento
matematico.

As tarefas escolhidas, num total de cinco, e os respetivos 0s objetivos
de aprendizagem, sdo apresentadas no esquema do Anexo 1, na ordem
cronol6gica em que foram exploradas, a primeira é “Mistura de chocolates” e a
Gltima “Qual devo comprar?!”. Sob o ponto de vista curricular, em ambos os
ciclos da investigacdo, o tema Proporcionalidade era ainda desconhecido dos
alunos e, como tal, esta trajetéria hipotética de aprendizagem é uma sua
abordagem inicial.

Estas tarefas tém o seu foco conceptual no nivel intermédio referido na
figura 2, comparagdo multiplicativa em dois espacos de medida, com evidéncia
para a exploracdo de um procedimento/raciocinio escalar. Desta forma, no
percurso sobre as estratégias de resolucéo (correspondente, no modelo teorico,
a parte sombreada da figura 2), assinalamos os modos de representacdo e 0s
aspetos numeéricos relevantes nas respostas de alguns dos alunos para ilustrar
as ligacOes (setas horizontais, de duplo sentido) que permitem evidenciar a
flexibilidade.

O estudo realizado inclui tarefas que, ao considerarmos tal como Ponte
(2005) duas das suas dimensdes fundamentais, o grau de desafio matematico e
0 grau de estrutura, tém caracteristicas de problemas, uma vez que apresentam
um elevado grau de desafio, mas com uma estrutura fechada.

A contextualizacdo fenomenoldgica destas tarefas surge através de
conexfes matematicas com a vida real, alguns dos problemas podem ilustrar
situacOes do dia a dia, e dentro da prépria Matematica, na exploracao direta de
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relacbes numeéricas, entre diferentes tipos de numeros e entre diversas
operacoes.

FLEXIBILIDADE NA COMPARACAO
MULTIPLICATIVA - MARCOS DE RELEVO

Tendo em conta que o objetivo definido é fundamentar empiricamente
e ilustrar um modelo que traduz a flexibilidade na evolugdo conceptual da
comparagdo multiplicativa (figura 2), apresentamos a analise e discussdo dos
dados a partir das estratégias de resolucdo usadas pelos alunos.

Estratégias que nao traduzem quantificagao

A estratégia associada & ndo quantificacdo surge quando os alunos ndo
sentem ser necessario quantificar, isto €, contabilizar os elementos
mencionados nos contextos das tarefas, e a sua preocupacdo baseia-se
unicamente na identificacdo de atributos qualitativos.

Figura 3
Misturas de chocolates.

Imagina que vais abrir uma loja de chocolates. Um dos produtos da loja serd pastilhas de
chocolate vendidas em frascos de diferentes tamanhos.
Ha trés tipos de pastilhas de chocolate: branco, de leite e preto.

-y

Escolhe doistipos de pastilhas de chocolate e faz uma mistura ateu gosto. Regista-a de tal forma
que o teu colega a consiga interpretar.

A minfia mistura €

As pastilhas podem ser vendidas em frascos de quatro tamanhos diferentes — Small (S),
Medium (M), Large () e Extra Large (XL).

= = fJ?»\j

Com a tua mistura, inventa a quantidade de cada tipo de pastilhas de chocolate ue deverias

colocar num frasco de tamanho . Regista a tua resposta e discute-a com o teu colega.

Escolhe outros dois frascos de tamanhos diferentes e determina a quantidade de cada tipo de
pastilhas de chocolate em cada um. Regista as tuas respostas e discute-as com o teu colega.

Na Tarefa 1 — Misturas de chocolates? (figura 3), em que se trabalha
num universo discreto (pastilhas de chocolate inquebraveis), ndo esta expresso
nenhum dado numérico e a questdo inicial também ndo torna explicita essa

2 Concecdo da tarefa: Jean Marie Kraemer, 2015 (Projeto Pensamento numérico e calculo
flexivel: Aspetos criticos).
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situacdo, o que pode ter influenciado a opcdo de alguns alunos pela nédo
quantificagao.

Filipe regista (figura 4) a escolha da sua mistura de pastilhas de
chocolate apenas em linguagem natural, mas ndo quantifica nenhum dos tipos
(branco e chocolate de leite).

Figura 4
Registo de Filipe — mistura ndo quantificada.
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Para Filipe é suficiente esta informacédo na identificacdo da sua mistura
e s0 vai perceber que ela esta efetivamente definida quando indicar a quantidade
de cada um dos tipos de pastilhas de chocolate depois de a professora
pormenorizar que, para fazer “uma mistura igual”, precisa de mais informagéo
e que a quantidade vai influenciar a mistura no sentido de ficar “ou mais branco
OU mais preto ou mais escuro”.

Estratégias aditivas que traduzem quantificagdo e comparacéo
multiplicativa

Uma estratégia de caracteristicas aditivas — adicionar parcelas iguais —
mas em que as relagbes proporcionais entre duas quantidades sdo mantidas,
pressupde implicitamente que a associemos a comparagao multiplicativa e aum
raciocinio escalar.

A estratégia esté ligada a contagem na utilizagcdo do mesmo nimero de
unidades compostas e na representacdo simbdlica do raciocinio desenvolvido
através de duas adi¢des de parcelas iguais.

Mario e Helena escolhem 6 pastilhas de chocolate branco e 6 de
chocolate de leite para a sua mistura. Consideram-na como “Dados” (figura 5)
e justificam a sua opcéo, para a quantidade de pastilhas de chocolate no frasco
de tamanho S, no registo que intitulam de “Calculo”. Adicionam duas vezes a
mesma quantidade (12) e representam, por isso, sob a forma de adigdo de
parcelas iguais, a ideia de que a transformacdo efetuada nas quantidades dos
dois tipos de pastilhas tem de ser a mesma.
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Figura 5
Resolucdo de Mario — frasco de tamanho S.
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Figura 6
Resolucéo de Bruno — frasco de tamanho S.
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Estratégias de comparacao multiplicativa e razdo escalar

Um outro par de alunos, Bruno e Vitor, apresentam uma relagdo aditiva
entre as quantidades de pastilhas de chocolate da mistura que escolheram (30
de chocolate branco e 25 de chocolate de leite) e as do frasco de tamanho S.
Partem de valores que sdo ambos mdltiplos de 5 e distribuem equitativamente
as duas quantidades por cinco frascos (de tamanho S). Na figura 6, podemos
observar como registam a sua ideia, primeiramente, através de representacoes
iconicas legendadas (desenhos muito simples, sem quaisquer pormenores e
pouco realistas) e, de seguida, numa representacdo simbolica (traducdo
numeérica de duas adi¢des de cinco parcelas iguais, cada uma).

Uma estratégia com caracteristicas multiplicativas emerge quando é
aplicado um fator representado por um nimero racional (inteiro ou ndo inteiro),
com o objetivo de aumentar ou diminuir duas quantidades, de espacos de
medida distintos, e manter relagdes proporcionais entre ambas. O
raciocinio/procedimento desenvolvido € do tipo escalar, ou seja, origina-se uma
mesma concretizacao/alteracdo dentro de cada um dos espacos de medida
implicados.
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O modo de representacdo que prevalece € o simbdlico através de razoes
representadas sob a forma de fracdo, da utilizacdo de tabelas de razBes ou de
linhas numéricas duplas, numa relacdo escalar, ou seja, como foi referido,
dentro de cada um dos espacos de medida.

Os numeros inteiros que surgem tém, maioritariamente, um ou dois
digitos e sdo multiplos de dois ou de cinco; 0s nimeros ndo inteiros sédo
representados sob a forma de fracdo, de decimal ou de numeral misto. As
concretizagOes/alteracbes, induzidas pelas proprias tarefas, no sentido de
explorar a igualdade ou néo de razGes, baseiam-se, muitas vezes, na utilizagéo
do 2 como fator e como divisor, na traducdo do conceito elementar “dobro de”
e no calculo de “metade de” através da operagdo divisdo, respetivamente.

As operagbes multiplicacdo e divisdo sdo encaradas como inversas uma
da outra quando se identifica um fator desconhecido com o quociente da divisdo
entre o produto e o fator ja conhecido. A relacdo inversa entre estas duas
operagOes surge também quando, numa igualdade de razdes, os termos
respetivos de um mesmo espaco de medida surgem multiplicados ou divididos,
por exemplo, por dois. Este facto € uma alusdo que explicita que: se dentro de
um mesmo espago atuamos num sentido, utilizamos uma das operagdes; se
agimos em sentido contrario a operagdo que lhe corresponde € a sua inversa.
No entanto, se mantivermos a operacdo nos dois sentidos de atuacéo, entdo os
nlmeros que surgem sao inversos um do outro, isto €, dividir por um dado
namero (diferente de zero) equivale a multiplicar pelo seu inverso.

O trabalho realizado pelo par Rita e Beatriz na Tarefa 1 ilustra 0 uso
desta estratégia, da representacdo e relacbes numéricas referidas. As alunas
escolhem a sua mistura inicial (32 pastilhas de chocolate branco e 28 de
chocolate de leite) e para indicar as quantidades de pastilhas dos frascos de
tamanhos S, M e L utilizam o inteiro 2, primeiro para calcular metade e de
seguida para duplicar, cada uma das quantidades (figura 7). Em cada questdo
optam permanentemente por trabalhar com a Ultima razdo encontrada e
representam-nas sempre sob a forma de fracdo. De uma para outra razéo,
especificam o procedimento efetuado em cada um dos seus termos através de
arcos ndo orientados e legendados. Assim, dividem ambas as quantidades da
mistura inicial por 2 e obtém o conteido do frasco de tamanho S, depois
multiplicam cada uma das quantidades por 2 e obtém as do frasco de tamanho
M e, por fim, com 0 mesmo procedimento, obtém as quantidades de pastilhas
do frasco de tamanho L.
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Figura 7

Registos de Rita e Beatriz — frascos de diversos tamanhos.
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Manuel e Filipe, com uma mistura inicial composta por 8 pastilhas de
chocolate branco e 6 de chocolate de leite, utilizam uma estratégia,
representacdes e relagdes idénticas as usadas por Rita e Beatriz. No entanto, o
fator de comparagdo 2 traduz uma relagdo apenas num sentido (da esquerda
para a direita) para determinar a quantidade de pastilnas de um frasco
relativamente a outro. Num registo da sua resposta (figura 8) surge uma
sequéncia de igualdades entre as varias razdes, todas representadas sob a forma
de frag&o.

Figura 8

Registos de Manuel e Filipe — frascos de tamanhos M e L.
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Na Tarefa 4 — Fazer limonadas® (figura 9), explora-se um universo
continuo (liquido) em que o “fazer limonadas” imp&e uma agdo de misturar
dois liquidos de tipos diferentes (agua e concentrado de sumo de limdo) e
utilizar unidades de medida também diferentes (litro e chévena,
respetivamente), para se obter um liquido com caracteristicas distintas dos
iniciais.

3 Adaptado de Using Proportional Reasoning in Mathematics Assessment Project (2015). Uni-
versity of Nottingham & UC Berkeley.
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Figura 9
Fazer limonadas (problema 1).

Cuando o Jobo ¢ 03 amigos se juntam para brincar, 3 mie dele faz limonada para todos,
misturando concentrado de sumo de lim3o e dgua fresca,

Na sexta-feira, a mie do Jodo fez limonada ¢ misturou 3 chivenas de

concentrado de sumo de imdo e 4 litros de dgua.

No sdbada, na festa de anos do Jodo, a mbe fez imonada ¢ misturou 4 chiavenas

de concentrado de sumo de limio e 5 litros de dgua,

1 Alguns amigos do Jodo disseram que a imonada de sexta-feira tinha um sabor a limio
diferente da de sabado. Concordas com eles? Explica como pensaste ¢ apresenta todos os
cileulos gue efetuaste.

As resolugdes desta tarefa de José e de Renato ilustram igualmente a
estratégia de comparacgao multiplicativa, escolhendo fatores que Ihes permitem
relacionar multiplicativamente as quantidades dentro de um mesmo espaco de
medida e usando a linha numérica dupla.

Joseé regista duas linhas numéricas duplas na resolugéo do problema 1,
tal como se observa na figura 10. Os valores surgem, em cada linha, através da
aplicacdo dos respetivos maltiplos naturais dos numeros que inicialmente
identificam as quantidades utilizadas nas limonadas de sexta-feira, 3 e 4, e de
sébado, 4 e 5. A comparagdo entre os elementos respetivos das duas linhas
permite-lhe compreender que as limonadas tém sabores diferentes quando, num
dado momento, surge 0 mesmo nimero de chavenas de concentrado de sumo
de limdo (12) e um namero diferente de litros de agua (16, na sexta-feira, e 15,
no sabado).

Figura 10
Linhas numéricas duplas de José.
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Renato regista (figura 11) os dados relativos as limonadas de sexta-feira
e de sédbado numa tabela de razdes e mostra que o fator que lhe permite
comparar multiplicativamente a quantidade de cada um dos ingredientes da
limonada de sdbado com os respetivos ingredientes da de sexta-feira ndo é o
mesmo. Utiliza o algoritmo da divisdo para determinar esse fator e regista-o
como legenda das setas que ilustram a relacdo de uma coluna com a outra, ou
seja, mostra que a relacdo escalar das quantidades dos dois ingredientes das
limonadas de sexta-feira e de sdbado ndo se mantém.

Figura 11
Tabela e fatores de Renato.
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No entanto, enquanto José trabalha com sequéncias de multiplos
(fatores inteiros) e relaciona razdo e fracdo através dos conceitos de razdes
iguais e fragbes equivalentes, Renato opta por determinar os fatores que lhe
permitem, dentro de um determinado espaco de medida, comparar as
guantidades indicadas e fa-lo através de nimeros ndo inteiros. Os fatores
procurados sdo obtidos por Renato através do quociente da divisdo, numa
aplicagdo direta da relacdo inversa entre as operagdes multiplicagdo e diviséo.

Alexandre e Hugo, na resolucdo do problema 2 desta tarefa (figura 12)
também usam a linha numérica dupla, mas ndo mantém a ordenagdo dos
nameros na linha numérica (por ordem crescente, da esquerda para a direita),
mas sim a ordem indicada no enunciado, como se a considerassem uma tabela.

Figura 12

Fazer limonadas (problema 2).

2. Uns dias depois, a mde do Jodo pretendeu fazer limonada com o mesmo sabor a limdo
daquela que tinha feito no sabado, mas sé tinha 1 chavena de concentrado de limdo. Que
quantidade de agua devia ter utilizado7ixplica como pensaste e apresenta todos os
célculos que efetuaste.
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Alexandre complementa a representacdo anterior (figura 13) com a
indicacdo simbdlica das divisdes efetuadas e cujo quociente ndo inteiro €
indicado sob a forma de decimal e de numeral misto.

Figura 13
Resolugéo de Alexandre.
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Alexandre explica o seu raciocinio a professora (figura 14), que

aproveita para todos os alunos recordarem a relagcdo entre as operacGes
multiplicacéo e divisdo.

Figura 14

Relacéo entre dividir por 4 e multiplicar por %.

Professora — No sabado havia...

Alexandre — Quatro de concentrado e cinco litros de 4gua [aponta
na linha numérica dupla] e eles querem s6 com um de
concentrado [aponta o 1 na linha numérica dupla]. Portanto,
temos que ver por quanto é que temos que multiplicar ou
dividir o quatro para dar um.

Professora — Pronto. Quatro para um, o que é que eu fiz? Dividi
por...

Aluno — Quatro.

Professora — Por quatro. Todos pensaram nisto. VVou dividir por
quatro e vai-me dar um. Entdo, fizeram praticamente isto e
puseram... entdo vou dividir o cinco por quatro também. Mas
0 Alexandre... podes sentar[-te] Alexandre. Obrigada. O
Alexandre fez aqui uma coisa que nenhum fez.

Alunos — Vezes um quarto.

Professora — Que nos ja vimos que dividir por quatro é o mesmo
do qué?

Daniel — Vezes... fazer... vezes um quarto.

Professora — Multiplicar por um quarto. Porqué?

Aluno — Pelo inverso.

Professora — Pelo inverso.

Daniel — Pelo inverso.
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Manuel apresenta (figura 15) uma linha numérica dupla com varios
pontos em que 0s himeros surgem colocados de forma crescente da esquerda
para a direita. Ndo compara diretamente 4 e 1, nem 5 e 1,25, mas indica um
percurso de calculo baseado em sucessivas divisdes por 2. Determina, por isso,
os valores intermédios respetivos, 2 e 2,5 e, de modo similar, indica mais dois
pontos a direta dos valores iniciais (4 e 5) e que surgem pelas respetivas
multiplicacOes por 2 e 3. Nao ha registos escritos de calculos, o que nos leva a
pressupor que foram efetuados mentalmente, num dominio de conhecimentos
bésicos de calculo com numeros inteiros e ndo inteiros.

Figura 15
Linha numérica dupla de Manuel.
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Também Rodrigo, sem indicar qualquer explicitacdo de calculos,
utiliza (figura 16) uma linha numérica dupla, na qual marca trés pontos a que
correspondem valores corretos de limonadas com o0 mesmo sabor da de sabado.
Considera quatro arcos de dupla orientacdo legendados em duplicado com os
procedimentos de multiplicar por 2, “x 2”, ¢ de dividir por 2, “: 2”, numa
evidéncia de conhecimento da relacdo inversa entre as operacdes multiplicacdo
e divisdo.

Figura 16
Resolucdo de Rodrigo — linha numérica dupla.
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Figura 17
Fazer limonadas (problema 3).

3. Quando foram & excursdo, a mde do Jodo voltou a fazer limonada com o mesmo sabor da
que tinha feito no sabado e, nesse momento, misturou 9 chavenas de concentrado de

sumo de lim8o com dgua. Es capaz de dizer quantos litros de dgua utilizou? Explica como

pensaste e apresenta todos os calculos que efetuaste.

Neste momento, determinada a razdo unitaria no problema anterior,
pressupde-se que a resolucdo do problema 3 (figura 17) possibilite tornar clara
uma relagdo com as respostas anteriores, no intuito de facilitar os
procedimentos de calculo, ndo algoritmicos, e de uma forma rapida e eficiente
chegar a solucéo.

Bruno representa (figura 18) uma linha numérica dupla com dois
pontos, dois arcos orientados e legendados com o procedimento a efetuar (“x
9”) e, sem escrever a resposta ao problema, circunda o ponto que relaciona 9
chavenas de concentrado de limdo com 11,25 litros de agua e que lhe permite
obter uma limonada nas condigdes indicadas.

Figura 18

Estratégia de Bruno, baseada na razao unitaria.
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N&o se sabe como efetuou os célculos, mas Bruno adapta a sua
estratégia ao ndo trabalhar com os dados iniciais da tarefa, mas sim com os
valores obtidos no problema anterior e explica (figura 19) de onde partiu e
porqué, quando é interpelado pela professora.

Figura 19
Justificacdo de Bruno para a escolha dos nimeros.

Professora — Partiu de onde?

Bruno [com o indicador direito, aponta na linha numérica dupla o
1 e depois 0 1,25] — De... do resultado que nos tinha dado no
exercicio anterior.
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Professora — Muito bem! Porqué? Porque € que foste pegar nesse?

Bruno — Entéo, porque eu achei que era o mais facil. Pensei logo
mentalmente um vezes nove era nove. [Com o indicador
direito contorna o arco do 1 até ao 9.] E a nossa... aqui no
problema pedia... hamm... nove chavenas... que ela tinha que
juntar nove chavenas.

Nem todos os alunos apresentam um procedimento idéntico ao de
Bruno, alguns escolhem trabalhar com os valores iniciais da tarefa, com uma

razdo representada sob a forma de fragéo, %. A resolucdo de Andreia (figura 20)
indica-nos que determina primeiro o fator escalar através do algoritmo da
divisdo aplicado a 9 : 4 e, de seguida, multiplica o quociente ndo inteiro obtido

por 5, novamente por aplicagdo do algoritmo respetivo. Nesta operagdo, regista,
como auxiliar de célculo, os valores intermédios dos reagrupamentos.

Figura 20
Estratégia de Andreia, baseada numa razao inicial do problema.
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Mario, tal como Andreia, inicia a sua resolu¢cdo com a razdo %, mas
utiliza unicamente a representacdo sob a forma de fragéo. Calcula primeiro o
quociente ndo inteiro de 9 a dividir por 4, através do algoritmo da diviséo e
depois 5 x 2,25, por aplicacdo do algoritmo da multiplicagéo. Regista (figura
21), lado a lado, as duas razdes e coloca arcos legendados com o procedimento
a efetuar (x 2,25) que ligam, respetivamente, 0s primeiros e 0s segundos termos
de uma para outra razéo.
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Figura 21
Resolucdo de Mario, baseada numa razédo inicial do problema.
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No quarto problema desta tarefa (figura 22) pretende-se determinar um
dos termos de uma razdo, quando simultaneamente é conhecido o outro e
indicada a relagdo multiplicativa a manter, isto é, o sabor da limonada
confecionada num determinado dia.

Figura 22
Fazer limonadas (problema 4).

4, Seamie do Jodo utilizar 18 litros de dgus, quantas chivenas de concentrado de sumo de
limi#o deve misturar para que a limonada tenha o mesmo sabor que a de sexta-feira? Explica

como pensaste e apresenta todos os ciloulos que efetuaste.

~ e . 3 ;-
Bruno opta por obter duas razdes Iguals a 7 e representa a sua estrategia

através de duas linhas numéricas duplas com dois pontos (figura 23). Na
primeira indica dois arcos orientados da direita para a esquerda e legenda-os
com o procedimento de dividir por 2; na segunda coloca também dois arcos
orientados, mas da esquerda para a direita, e legenda-os com o procedimento
de multiplicar por 9.

Figura 23
Resolucao de Bruno — linhas numéricas duplas.
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Figura 24
Como Bruno justifica os seus procedimentos de célculo.

Bruno — Entdo, eu fui pegar neste nimero aqui [com o indicador
direito aponta 4 na linha numérica dupla onde surgem os

N ~ 3 1,5 TP .
pontos correspondentes as razdes L€ 7] e fui dividir por dois

porque eu pensei logo de cabega que dois vezes nove era

dezoito [aponta rapidamente para a linha numérica de baixo,
13,5

N - 1,5
onde surgem os pontos correspondentes as razdes - e ?] e

entdo fui achar uma equivaléncia para ser mais facil para os
meus célculos. E depois, deu-me... eu fiz o trés a dividir por
dois deu-me um virgula cinco e o quatro a dividir por dois deu-
me dois. Depois (...) multiplicava por nove.
N&o explicita como efetuou os calculos, mas justifica oralmente a sua
estratégia e os seus procedimentos (figura 24). Os conhecimentos que ja
adquiriu de multiplos e divisores de um nimero natural, permitem-lhe afirmar
gue enquanto 4 ndo é um fator de 18, 2 é um seu fator e, por isso, o escolhe para
construir a sequéncia de procedimentos que, na sua opinido, originam calculos
intermedios mais acessiveis.

Os procedimentos de Bruno, Andreia e Mario séo similares, mas Bruno
mostra uma gestdo apropriada dos célculos a efetuar quando, por um lado,
utiliza a informagao que tem ao seu dispor e que obteve num momento anterior
e, por outro lado, aplica propriedades dos nimeros para obter os que lhe sejam
mais acessiveis ao calculo mental.

Estratégias de comparacao multiplicativa e razdo funcional

Uma outra estratégia de comparagdo multiplicativa torna-se dominante
guando perante um conjunto de dados se determina o fator, inteiro ou néo, que
permite relacionar uma quantidade de um espaco de medida com uma
quantidade do outro espaco de medida, através de uma Unica constante. Esta
situacdo, sendo baseada na relacéo entre dois espacos de medida, evidencia um
procedimento/raciocinio funcional e possibilita identificar o coeficiente de
proporcionalidade. A analise dos dados registados numa colecdo de razdes,
representadas sob a forma de fragdo, permite identificar uma regularidade
numérica que relaciona multiplicativamente, em cada momento, uma
guantidade com outra, de um para outro espaco de medida (razdo funcional).

Perante algumas das misturas de pastilhas de chocolate sugeridas na
Tarefa 1 e registadas no quadro, os alunos identificam como sendo misturas
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iguais as que sdo representadas pelas razdes 1—50 (10 pastilhas de chocolate
branco e 5 de chocolate de leite), % (100 pastilhas de chocolate branco e 50

de chocolate de leite) e % (20 pastilhas de chocolate branco e 10 de chocolate

de leite). Um deles justifica estas opc¢des porque como afirma ““a divisao vai dar
sempre 2” (10:5=2;100:50=2;20: 10 =2).

Deste modo, comparar multiplicativamente a quantidade de pastilhas
de chocolate branco em relacdo a quantidade de pastilhas de chocolate de leite
é considerar que o fator que permite representar a quantidade de pastilhas de
chocolate branco em funcdo da quantidade de pastilhas de chocolate de leite é
constante e, neste caso, igual a dois: 10 =2 x 5; 100 = 2 x 50; 20 = 2 x 10.

Num momento posterior, a exploracdo desta situacdo permite utilizar
propriedades dos numeros ndo inteiros e propriedades da operagéo
multiplicacdo em que, por exemplo, na primeira das raz0es, 1—50 podemos, como
referido, comparar a quantidade de pastilhas de chocolate branco, 10,

relativamente a quantidade de pastilhas de chocolate de leite, 5, e registar que
10 = 2 x 5. No entanto, uma vez que ? = 2, também 10 = EL 5 e 1—50 é, por

1
- ~ - 5
i1Ss0, uma razao funcional.

CONCLUSOES E DISCUSSAO

A analise de dados permite ilustrar e ajustar o modelo que caracteriza
a flexibilidade ao nivel da evolucdo conceptual da comparacdo multiplicativa
fundamentando uma sua especificacdo, traduzida na figura 25.

Figura 25

Modelo ajustado de flexibilidade na evolucdo da comparagdo
multiplicativa.
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Relativamente a evolugdo conceptual da comparacdo multiplicativa
identificamos um nivel, usado inicialmente por alguns alunos, em que embora
trabalhando em dois espagos de medida, a sua estratégia de resolugdo é baseada
na ndo quantificacdo, limitando-se a uma descri¢do qualitativa dos elementos
envolvidos (caso de Filipe, na Tarefa 1).

Mantendo-se sempre na comparagdo multiplicativa em dois espagos de
medida, a estratégia de resolucdo destes alunos evolui para situagoes
quantificadas em que realcamos: por um lado, estratégias aditivas, nas quais a
operacdo que surge é a adicdo de parcelas iguais que é traduzida
simbolicamente (casos de Mario e Bruno, na Tarefa 1) e em que 0s nUmeros
envolvidos sdo inteiros, multiplos de 2 e de 5, tidos como acessiveis sob o0 ponto
de vista de calculo; por outro lado, estratégias multiplicativas, em que a razao
é representada sob a forma de fracdo, de tabelas de razdes ou de linhas
numeéricas duplas e cuja interpretagdo conduz ao procedimento adotado.

7

Quando a razdo é representada sob a forma de fragdo, os nimeros
envolvidos séo inteiros que surgem através da determinagdo de multiplos de 2
(casos de Manuel e Filipe, na Tarefa 1). Na razéo representada em linhas
numéricas duplas ou em tabelas, 0os nimeros sdo inteiros ou ndo inteiros,
determinados através da procura de fatores comuns em cada um dos espacos de
medida, com a utilizag&o da operacdo divisdo (casos de Alexandre e de Andreia,
na Tarefa 1, e de Renato, na Tarefa 4). Um e outro caso permitem tornar notoria
a relacdo inversa entre as operacdes multiplicacéo e divisdo. Rodrigo regista
(figura 16) essa correspondéncia quando coloca arcos orientados, nos dois
sentidos, entre os valores correspondentes de pontos da linha numérica dupla.
Uma outra conexdo torna-se também visivel quando Alexandre, ao relacionar
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quantidades dentro do mesmo espaco de medida, regista um fator néo inteiro,
%, determinado depois de ter dividido por 4. Alexandre compreende que o

procedimento de dividir por 4 é equivalente ao de multiplicar pelo seu inverso
(figura 13).

Embora a aplicagdo algoritmica das operac@es (multiplicacdo e diviséo)
tenha grande adesdo nos procedimentos de calculo efetuados por estes alunos,
Bruno manifesta conhecimentos de relagdes numéricas bésicas e o olhar de
uma certa forma para os nimeros (figuras 18, 19, 23 e 24) permite-lhe ir
construindo e adaptando as suas estratégias de célculo, por exemplo, ao
aproveitar resultados de questdes anteriores.

Os alunos mostram-se confortaveis nas diversas representacdes de um
nimero ndo inteiro (sob a forma de fracdo, de decimal ou de numeral misto)
porque além de as interpretarem, alternam-nas e escolhem aquela que mais se
adequa aos seus calculos.

Implicagdes a nivel curricular

O modelo que propomos (figura 25), ao especificar e concretizar o
modelo tedrico inicialmente apresentado (figura 2), contribui para aprofundar
a discussdo acerca do ensino e aprendizagem da comparagdo multiplicativa.
Destaca aspetos que 0 NCTM (2014) salienta serem fundamentais para o
desenvolvimento da proficiéncia matematica — compreensdo conceptual,
competéncia estratégica e raciocinio adaptativo — que aqui se traduz na
articulagéo entre estratégias, relacbes numéricas/propriedades das operacdes e
representacdes, permitindo especificar caracteristicas de cada um deles.

Realca, por isso, a importancia de o professor ter em conta na
organizacdo do ensino marcos que, relativamente a compreensao conceptual,
se identificam como: (i) necessidade de quantificar a comparacéo; (ii) usar a
operacdo multiplicacdo; (iii) usar o fator escalar e (iv) usar o fator funcional.
Quanto & competéncia estratégica, o professor deve incentivar a exploragéo e
utilizacdo de relagbes numéricas (multiplos e divisores, niimeros inversos,...),
de propriedades das operacGes (comutativa da multiplicacdo e distributiva da
multiplicacdo em relacdo & adigdo) e de representacBes que podem estar
associadas aos conceitos em causa (tabela de razdes, linha numérica dupla e
razdo sob a forma de fracdo). Finalmente, ao nivel do raciocinio adaptativo, o
professor deve estimular a diversidade de modos de pensar que suportam a
resolucdo de problemas que envolvem a comparagdo multiplicativa.
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Este modelo evidencia ainda a necessidade de estudar minuciosamente
o trabalho de relagdes multiplicativas com nimeros racionais, de modo a incluir
0 uso de operadores inteiros diversos e ndo apenas do 2 e do 5. Evidencia,
igualmente, a tendéncia dos alunos para permanecerem nas relacdes que se
estabelecem dentro de cada espaco de medida e a dificuldade em progredirem
naturalmente para a relacdo funcional (entre espacos de medida).

Subjacente a este modelo destaca-se a recomendacdo curricular de
Thompson e Saldanha (2003) de focar o entendimento de que um ndmero

- ~ a s
racional representado sob a forma de fracéo, - corresponde ao namero pelo

qual se deve multiplicar b para obter a (a = % X b), conhecimento fundamental
para a compreensdo conceptual de operador funcional.

Finalmente, o estudo realizado sublinha o que Lamon (2007) e van
Galen et al. (2008) referem relativamente a proporcionalidade, considerada
como conceito charneira entre diferentes niveis de escolaridade, e situa
igualmente a compreensdo dos conceitos de razdo e de propor¢cdo num nivel
mais complexo de entendimento, que requer uma exploracao sistematica com
contextos diversos e articulada com a multiplicacdo de nUmeros racionais
(Freudenthal, 2002).
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ANEXO 1
Sequéncia de tarefas e respetivos objetivos de aprendizagem
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