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RESUMO

As idéias apresentadas neste texto resumem uma pesquisa de mestrado que discutiu como
Estudantes-com-Calculadoras-Graficas investigam o Teorema Fundamental do Calculo. Sob a
perspectiva Seres-Humanos-com-Midias, foram evidenciados os processos de experimentacéo
com tecnologias, visualizagdo e pensamento matematico a partir da realizagdo de experimentos
de ensino com estudantes de graduacdo em matematica. Os coletivos pensantes discutiram
inicialmente Soma de Riemann e Integracdo Definida com a Calculadora Grafica TI-83. Con-
seqiientemente, investigaram os dois resultados do Teorema Fundamental do Célculo a partir
de fungdes polinomiais, identificando e generalizando padrdes. Na abordagem algébrica foram
utilizadas notacdes simplificadas antes que simbologias matematicamente tradicionais fossem
apresentadas. Finalmente, evidenciou-se o modo como entendimentos emergentes no processo
de experimentacdo com tecnologias condicionaram a (re) elaboragdo de conjecturas e permearam
discussdes matematicas gradativamente rigorosas.
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An experimental investigation with graphing calculators about the
Fundamental Theorem of Calculus

ABSTRACT

The ideas presented in this text summarize a master’s research project which discussed how
Students-with-Graphing-Calculators investigate the Fundamental Theorem of Calculus. Based on
Humans-with-Media perspective, the processes of experimentation with technologies, visualiza-
tion and mathematical thinking were emphasized in teaching experiments with major students
in mathematics. Initially, thinking collectives discussed Riemann’s Sum and Defined Integration
with TI-83 Graphing Calculator. Consequently, they investigated both results of the Fundamental
Theorem of Calculus based on polynomial functions, identifying and generalizing patterns. In
the algebraic approach, simplified notations were used before traditional mathematical symbols.
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Finally, one emphasized how understandings produced during the process of experimentation with
technologies conditioned the (re) elaboration of conjectures and permeated, gradually, mathemati-
cal discussions in terms of rigor.

Keywords: Mathematics Education. Fundamental Theorem of Calculus. Graphing Calcula-
tors. Thinking Collectives.

INTRODUCAO

Por entender que a informatica vem possibilitando discussdes sobre fundamentos
da matematica e reorganizando dindmicas em Educagdo, desenvolvi uma dissertacao de
mestrado na qual lancei olhares sobre como estudantes investigam o Teorema Fundamental
do Calculo com calculadoras graficas. Alias, como sera enfatizado, tal enfoque pautou-
se especificamente sobre como Estudantes-com-Calculadoras-Graficas investigam o
referido teorema (SCUCUGLIA, 2006).

O mosaico constituido por pesquisas em Educagdo Matematica sobre calculadoras
graficas e ensino-aprendizagem de Calculo ¢é consideravelmente denso. Os altos indices
de reprovagdo nesta disciplina vém condicionando ha décadas a elaboracdo de muitas
propostas metodologicas voltadas a sala de aula (ETCHELLS, 1993; BALDINO, 1996;
VILLARREAL, 1999; OLIMPIO JUNIOR, 2006). Ainda, considerando-se a disseminagdo
sobre o uso de calculadoras graficas a partir dos anos 90, muitas pesquisas sobre o
pensamento matematico produzido por estudantes ao investigarem com esta tecnologia
conceitos sobre Calculo também tém sido realizadas (HURTZ, 1997; TOUVAL, 1997).

Por que entdo mais uma pesquisa envolvendo tais tematicas? Considero dois
aspectos fundamentais para buscar legitimar a elaboragdo de minha dissertagdo: (1) a
originalidade da atividade (tarefa) proposta, principalmente no que se refere a investigagao
sobre a segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo. Embora o design de tal
atividade tenha sido desenvolvido com base em comandos e programas especificos da
Calculadora TI-83, ela pode ser “facilmente adaptada” a outros tipos de tecnologias da
informacao como CAS ou Applets, (2) as lentes teoricas utilizadas na criagdo e analise
de dados possibilitaram enfatizar a importancia das midias e o aspecto coletivo que
constituem processos de produgdo de significados e conhecimentos (matematicos). Tais
justificativas, baseadas em uma revisao de literatura mais apropriada, pode ser encontrada
no texto original de minha dissertagcdo (SCUCUGLIA, 2006). Neste artigo, apresentarei
apenas uma visao geral sobre os principais aspectos e dimensoes abordados na referida
pesquisa.

EXPERIMENTACAO COM TECNOLOGIAS

O GPIMEM (Grupo de Pesquisa em Informatica, Midias e Educagao Matematica)
oferece diversos cursos, em diversificados niveis, envolvendo ensino-aprendizagem de
matematica e o uso de tecnologias informaticas, incluindo calculadoras graficas (BORBA,
1999a; BORBA; PENTEADO, 2003). Em 2002, por exemplo, o GPIMEM ofereceu um
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curso de extensdo universitaria destinado a estudantes de graduacdo da Universidade
Estadual Paulista, Campus Rio Claro, SP, (UNESP/RC), do qual pude participar como
assistente. Alguns questionamentos levantados pelos estudantes, ao investigarem
multiplas representacdes de fungdes durante este curso, trouxeram inquietacdes com
relagdo a questdo da demonstragdo e/ou prova rigorosa em Educacdo Matematica
(SCUCUGLIA, 2002)".

O estudante de matematica ¢, geralmente, defrontado com uma apresentagao logico-
dedutiva do conhecimento. A um conjunto de teoremas seguem-se as provas logicas.
O conhecimento parece ter sido produzido num ato magico. As proposi¢des assim
apresentadas sdo sempre verdadeiras, e validas todas as inferéncias. A matematica
se constitui, entdo, num conjunto crescente de verdades imutaveis e eternas. [...] tal
concepgao estd impregnada do carater mecanicista e autoritario da razdo cléssica,
que procura manter sua hegemonia. (TENORIO, 2001, p. 90)

Tendo em vista o comentario acima, o referido curso de extensao buscou articular
investigagdo e dedug@o no processo de exploragdo realizado pelos estudantes com
calculadoras graficas que discutiam, por exemplo, a necessidade de se desenvolver uma
prova algébrica sobre uma conjectura elaborada a partir da visualizagao de graficos. Esses
acontecimentos condicionaram algumas de minhas inquietagdes iniciais: qual o papel da
calculadora grafica em demonstragdes envolvendo pensamento matematico?

Borba (1999b) considera que o processo de investigacdo de conceitos
matematicos fundamentais em uma disciplina realizado por estudantes com midias
informaticas pode ser denominado experimenta¢do com tecnologias. Para Borba
e Villarreal (2005), este processo abrange: i) uso de procedimentos e processos
educativos que possibilitam a geragdo de conjecturas; ii) possibilidade de testar
conjecturas usando uma diversidade de exemplos; iii) disposi¢do de diferentes
tipos de representagdes e iv) possibilidade de descoberta de resultados matematicos
desconhecidos previamente a experimentagao.

Conseqiientemente, a visualizagdo é considerada um elemento fundamental no
processo de pensamento, de produgao de significados matematicos, pois suas caracteristicas
(multiplas representagdes e simulagdes) condicionam informagdes e modelam a (re)
elaboragdo de conjecturas, entendimentos e justificativas neste contexto?.

" Em Educagdo Matematica é possivel considerar a existéncia de tendéncias sobre o tema demonstragédo con-
siderando-se a densidade de pesquisas, vieses e possibilidades para discutir tal tema (HANNA, 1983; ERNEST,
1991; GARNICA, 1995; REIS, 2001; BICUDO, 2004; CARVALHO, 2004). Do ponto de vista da filosofia da mate-
matica, buscando-se evidenciar as convergéncias sobre o uso de tecnologias informaticas no fazer matematico,
podem ser evidenciadas discussdes como a concepgao de crises de fundamentos da matematica, divergéncias as
tendéncias formalistas, logicistas e intuicionistas, sinergia com os resultados de Godel e Turing, tensdes sobre a
prova do Teorema das Quatro Cores e dimensdes heuristicas-epistemolégicas envolvendo, por exemplo, filosofia
falibilista e resolugao de problemas (LEVY, 1998; TENORIO, 2001).

2E possivel notar influéncias diretas nestas concepgdes com base em Polya (1945) e Lakatos (1976). Estéo sendo,
portanto, evidenciados os aspectos investigativos no fazer matematico, fundamentos da matematica, exemplos
histéricos de carater heuristico, concepgdes sobre resolugdo de problemas (com Informatica).
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Com base nestes entendimentos € em inquietagdes sobre o ensino de Calculo?,
emergiu um questionamento diretriz: Como Estudantes-com-Calculadoras-Grdficas
investigam o Teorema Fundamental do Cdlculo?

SERES-HUMANOS-COM-MIDIAS

Para discutir a idéia de Seres-Humanos-com-Midias (BORBA; VILLARREAL,
2005) buscando um esclarecimento sobre o que entendo por Estudantes-com-Calculadoras-
Graficas, destaco inicialmente a concepgao de reorganizagdo do pensamento. Tikhomirov
(1981), nitidamente influenciado por tendéncias socioculturais fundamentadas em
Vigotsky (1984), propde que a Informatica e suas interfaces ndo substituem ou
apenas complementam os humanos em suas atividades intelectuais. Os processos
mediados por interfaces e instrumentos informaticos reorganizam os modos como
pensamos. Considero que as dimensdes que envolvem o processo de mediagdo digital
reorganizam os elementos constituintes de pensamento, (re)significagdes, aprendizagens,
entendimentos, desenvolvimentos, conhecimentos. Emergem, inevitavelmente,
multiplicidades lingiiisticas, representacionais, cognitivas, didaticas, epistemologicas e,
conseqiientemente, culturais.

Em sinergia com a perspectiva de reorganiza¢do do pensamento, podem-se
destacar as concepcdes de Lévy (1993) sobre Tecnologias da Inteligéncia. Nesse
contexto Oralidade, Escrita e Informatica sdo entendidas como as tecnologias que
condicionaram a temporalidade da humanidade. Coerentemente, Lévy estrutura metéforas
para entendermos a idéia de memoria neste contexto propondo uma circularidade com
a Oralidade, linearidade com a Escrita e hipertextualidade (redes) com a Informética.
Assim como a Escrita reorganizou a Oralidade enquanto Tecnologia da Inteligéncia
(génese da Oralidade secundaria), a Informatica vem concentrando, potencializando e
reorganizando sistemas lingiiisticos que a antecederam como numeragdes, alfabetos,
ideografias em geral, etc. (LEVY, 1998).

Entendo que, no contexto educacional, a Informatica, suas interfaces e sua
plasticidade redefinem os papéis dos atores humanos e tecnoldgicos envolvidos no
pensamento (matematico). O professor pode constituir um ambiente coletivo de
inquietacdes a partir de informagdes e potencialidades diversas de programas, hipertextos
e/ou objetos virtuais de aprendizagem. As maquinas ndo ddo ao estudante um problema
a ser resolvido: os professores e os estudantes com computadores (¢ outros atores
tecnologicos) modelam, resolvem problemas e pensam (matematicamente).

Surgem discussdes que enfocam novas caracterizagdes sobre a matematica e os
modos como se engendram as dimensoes de ensino-aprendizagem desta disciplina e o uso
de midias informaticas. Emergem modelos sobre contextos envolvendo o condicionamento

3 Inquietagdes enquanto docente desta disciplina, mas, principalmente, com base no denso mosaico de pesquisas
que enfocam o ensino-aprendizagem desta disciplina e que s&do intensamente evidenciadas em tendéncias em
Educacdo Matematica que tratam sobre o ensino-aprendizagem de matematica no Ensino Superior (VILLARREAL,
1999; OLIMPIO JUNIOR, 2006; JAVARONI, 2007; ROSA, 2008; BARBOSA, 2007).
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informatico na produ¢@o de conhecimento matematico. Torna-se cada vez mais explicito
0 modo como o design dos significados matematicos ¢ moldado pelas midias.

Com base nestes entendimentos, o constructo tedrico Seres-Humanos-com-Midias
evidencia o papel das tecnologias (informaticas) no processo de produgio de conhecimento
matematico evidenciando, por exemplo, que o pensamento ndo ¢ produzido apenas por
humanos ou por grupos destes, mas por coletivos do tipo humanos-midias.

We believe that humans-with-media, humans-media or humans-with-technologies
are metaphors that can lead to insights regarding how the production of knowledge
itself takes place (...). This metaphor synthesizes a view of cognition and of
the history of technology that makes it possible to analyze the participation of
new information technology ‘actors’ in these thinking collectives* (BORBA;
VILLARREAL, 2005, p. 23)°

Esta visdo sobre o conhecimento condicionou a forma como os dados foram
produzidos ¢ analisados na discussdo sobre a investigagdo realizada por Estudantes-
com-Calculadoras-Graficas, ou seja, durante a realizagdo da dissertacdo apresentada
resumidamente neste texto. Nesse sentido, busquei enfatizar a relevancia de existir
uma sinergia entre procedimentos de pesquisa e concepgdes teoricas defendidas pelo
pesquisador (ARAUJO; BORBA, 2004).

METODOLOGIA DE PESQUISA QUALITATIVA

A pesquisa qualitativa permite ao pesquisador “observar, diretamente, como cada
individuo, grupo ou instituicdo experimenta, concretamente, a realidade pesquisada”
(GOLDENBERG, 2003, p. 63). O pesquisador, nessa abordagem, ndo deve se preocupar
fundamentalmente com representatividades numéricas, mas com o aprofundamento da
compreensao de determinado grupo social. Bogdan e Biklen (1998) argumentam que um
dos enfoques do pesquisador nas ciéncias qualitativas ¢ compreender o processo pelo
qual pessoas constroem significados e descrever o que sdo aqueles significados.

Ao se investigar como Estudantes-com-Calculadoras-Graficas exploram o Teorema
Fundamental do Calculo, nota-se que os elementos que constituem os processos de
experimentagao/demonstragdo sdo complexos: envolvem uma diversidade de vertentes
provenientes de falas, gestos, argumentacdes, justificativas, formas de se utilizar midias,
etc. E neste sentido que pode-se considerar que a pesquisa desenvolvida assumiu um
carater qualitativo e que os experimentos de ensino ¢ a andlise de videos emergiram
como procedimentos em harmonia com a perspectiva Seres-Humanos-com-Midias e
com o questionamento diretriz proposto na dissertagao.

4 Coletivo Pensante e o termo utilizado por Lévy (1999) para enfatizar uma concepgéo que entende que o conhe-
cimento é produzido por atores humanos e ndo-humanos. Mais detalhes em Benedeti (2003).
5 Esta concepgao sobre tecnologia esta, em minha opinido, intensamente fundamenta em Heidegger (1977) que
entende tecnologia como processos e artefatos usados para estruturar a experiéncia humana.
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Steffe e Thompsom (2000) entendem experimentos de ensino como séries de encontros
entre estudantes e professor-pesquisador referente a ensino-aprendizagem nos quais o
pesquisador busca um entendimento sobre como estudantes pensam ao explorar problemas:
uma compreensao sobre como se constituem os significados e conhecimentos produzidos
por estudantes no momento dos experimentos (Students’Mathematics). Busca-se destacar a
experimentacgao e a interagdo entre professor-pesquisador e estudantes na produgao (coletiva)
de conhecimento (matematico). As conjecturas e inferéncias elaboradas nas sessdes de
experimentos de ensino, identificadas a partir das a¢des e linguagens de estudantes (com
tecnologias), permitem que o pesquisador identifique elementos que condicionam a produgdo
de pensamento. Em sinergia, com registros em videotapes, pesquisadores podem registrar
e investigar continuamente o pensamento de estudantes.

Powell et al. (2004) destacam que o video ¢ um importante ¢ flexivel instrumento
de coleta de informagdes orais ¢ visuais, pois registra interagdes complexas, permite
que pesquisadores reexaminem continuamente os dados e estruturem entendimentos
sobre insights ¢ agdes. Estes autores propdem um modelo analitico ndo linear para
estudar, discutir e estruturar o modelo do pensamento matematico de estudantes.
Tal modelo baseia-se em: observagdo dos dados, descri¢do dos dados, identificacdo
de eventos criticos, transcrigdo dos dados, codifica¢do, composicdo da narrativa e
constru¢do do enredo.

Pautado nestes entendimentos, ¢ tendo em vista o questionamento como estudantes-
com-calculadoras-graficas investigam o Teorema Fundamental do Cdlculo, participei
como assistente em um curso tematico de 16 horas oferecido pelo GPIMEM e destinado
a estudantes do primeiro ano da graduagdo em M atematica da UNESP/RC em 2004. A
partir deste curso, no qual os estudantes puderam se familiarizar com a Calculadora TI-
83 e explorar varias atividades envolvendo multiplas representagdes de fung¢des, foram
selecionadas duas duplas de estudantes (Ana Paula/Viviane e Moara/Naiara) para realizar
experimentos de ensino. As duplas trabalharam em 4 sessdes de aproximadamente 3 horas
cada, que foram filmadas. Baseado no modelo analitico de Powell et. al (2004), foram
criados episodios que sintetizam momentos criticos sobre o pensamento dos coletivos
de Estudantes-com-Calculadoras-Graficas. Houve uma inquieta¢do constante em criar
versdes cada vez mais elaboradas da atividade de experimentacdo com calculadoras
graficas que explora o teorema aqui enfocado. Diversas versdes desta atividade foram
criadas antes das sessdes de experimentos de ensino e uma versao final foi apresentada
com base na performance dos coletivos pensantes. A seguir, descrevo alguns dos episodios,
nos quais, em termos de analise, busco evidenciar o papel das midias e o carater coletivo
que envolveu os atores humanos e tecnologicos no pensamento matematico. Ou seja,
como o design da calculadora TI-83 moldou os significados e conhecimentos produzidos
coletivamente nas sessdes dos experimentos de ensino.
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SOMA DE RIEMANN E INTEGRACAO DEFINIDA

Evidenciarei neste topico o modo como os programas AREA e SOMAS e o comando de
Integraco Definida da Calculadora TI-83 possibilitaram que Estudantes-com-Calculadoras-
Graficas investigassem o processo de Integracdo a partir da exploragdo de uma atividade
que propunha calcular o valor da area da regido determinada pelo eixo-x e pelo grafico de
y =x?em [0; 3]. Ao experimentarem o programa AREA (descrito na seqiiéncia de figuras
a seguir) os coletivos pensantes puderam produzir o seguinte entendimento: este programa
calcula um valor aproximado para a area de uma regido constituida pelo eixo-x e pelo grafico
de uma fungdo y = f(x) em um intervalo [a; b], executando uma simulagdo’ envolvendo
diferentes tipos de retangulos. Ao ser executada a simulac@o ¢ indicado um valor numérico
que representa a soma dos valores das areas dos retangulos.

=730
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Explorando y = x? e configurando a janela de visualizagéo
Experimentando o Programa AREA

Enquanto professor-pesquisador, nas sessoes de experimentos de ensino, busquei
engajar as estudantes em um processo de pensar-com-o-programa-AREA. A partir
da atividade proposta, que indicava a utilizagdo gradativa de algumas notacgdes, os
coletivos pensantes puderam conjecturar que este programa executa um somatorio do

n
tipo > f(x;)Ax .
i=1
Em seguida, foi iniciada a exploragdo do conceito de integragdo, utilizando o

Programa SOMA ¢ o ComandoI J(x)dx na Calculadora TI-83%. A partir do exemplo
investigado (y = x*> em [0; 3]), indicado nas figuras abaixo, as Estudantes-com-
Calculadoras-Graficas puderam produzir os seguintes entendimentos: i) O programa
AREA exibe simulagdes e valores que tendem a 9; ii) O programa SOMA indica
numericamente valores que tendem a 9 e ha uma informagao simbolica n — InF 9 (“n
tendendo ao infinito igual a 97); iii) O comando de Integragdo definida da Calculadora
TI-83 simula um preenchimento sobre a area da Regido R e exibe a informagao
[f(x)dx =9

5 Estes Programas foram (re) configurados, traduzidos e editados a partir de um download em http:// www.
ti.com.

”Embora as discussdes sobre o status de simulagcdes em Educagdo Matematica possam ser bastante interessantes
neste contexto, tais inferéncias serdo tratadas convenientemente em outros momentos.

8 Para a Calculadora Gréfica TI-83 0 oomandoj f(x)dx é utilizado para o célculo de Integrais Definidas do tipo jf(x)dx

a
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Programa AREA: Soma tendendo a 9 Programa SOMA Comando de Integragéo Definida

Ao desenvolverem uma coordenacao complexa envolvendo multiplas representagdes
entre os programas AREA e SOMA, os coletivos pensantes puderam entender o

n
que significa lim Y f(x;)Ax. Ainda, identificaram que tal nota¢do viabilizava uma
n—o;—1

possibilidade de se calcular o valor exato da area da Regido R. Intuitivamente, os coletivos
pensantes puderam conjecturar que no processo de se obter retangulos de area cada vez
menor, executando-se uma soma que tende ao infinito considerando-se os valores destas
areas, ¢ possivel calcular o valor exato da area da Regido R. Nas proprias palavras das
Estudantes-com-Calculadoras-Graficas: “cada retangulo vai ficando cada vez menor,
vai preencher tudo” (Ana Paula/Viviane); “é como somar infinitos segmentos de reta”
(Moara/Naiara). Tais conjecturas foram condicionadas principalmente pela informagao
visual apresentada pelo programa SOMA (n — InF). Entdo, novamente coordenando
gradativamente multiplas representagdes e evidenciando o uso gradativo de notagdes,
os coletivos pensantes puderam conjecturar que a area da Regido R pode ser calculada,

entendida e/ou representada por hme (x,)Ax = If (x)dx ; esséncia do Teorema
Fundamental do Calculo.

Considero relevante neste momento enfatizar que ¢ freqiiente em tendéncias
histdricas tradicionais considerar que Leibniz, com base na notagdo de Cavallieri, criou
o simbolo de integral pensando geometricamente em uma “soma de retangulos”. Na

propria argumentagao de Leibniz: “Serd util escrever I para omn., tal que Ik: omn., ou
asomados NS~ (BARON; BOS, 1985, p. 54).

g

Ak

Integragéo de Leibniz
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Embora essa notacdo ndo contenha os intervalos de integracao Iydx’ simboliza
o valor e a area de uma curva e eixo-x entre zero e x. Isto é, para Leibniz (ver figura
acima), Iydx é a area da curva y(x). Concomitantemente, entendendo y(x) como f(x) e
surge If(x)dx : aqual ¢ amesma notagao da Calculadora TI-83! Ainda, parece pertinente

considerar que a idéia de criar uma notacao que representasse a “‘soma dos retangulos”,
foi 0 que permitiu a Leibniz elaborar mais regras sobre o Célculo e explorar o Teorema

Fundamental do Célculo, expondo que a diferencial da area OCBéo retangulo YdX :

ydx : dJ. ydx = ydX_Igto mostraa “relacdo inversa” entre d e J. Reciprocamente, com esta

notagao, tem-se I dy =y (BARON; BOS, 1985). Fica, portanto, evidenciada a relevancia
referente ao uso e elaboragdo de notagdes no fazer matematico e a intrinseca rela¢ao entre
Soma de Riemann, Integra¢do e o Teorema Fundamental do Célculo.

O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Na segunda sessdo de experimentos de ensino, explorando exemplos de fungodes
polinomiais com o Comando de Integragdo Definida da Calculadora Grafica, os coletivos
pensantes estabeleceram conjecturas sobre o Teorema Fundamental do Calculo (TFC).

Suponhamos f continua em um intervalo fechado [a; b]. Parte I: Se a fungdo G
X

¢ definida por G(x) = I f(t)dt, para todo x em [a; b], entdo G ¢ uma antiderivada
a

de f em [a; b]. Parte II: Se F ¢ qualquer antiderivada de f em [a; b] entdo

b
I f(x)dx = F(b) - F(a) SWOKOWSKI, 1995, p. 362)
a

Em um dos episddios discuti a forma como as estudantes exploraram as fungdes
de equagdes y = 2x, y = 3x* e y = 4x* utilizando o Comando de Integragdo Definida
da Calculadora TI-83, considerando-se diferentes intervalos. Ao coletar os dados
com a calculadora grafica, os coletivos pensantes identificaram padrdes e elaboraram
generalizagoes com os resultados obtidos. Esse processo possibilitou que fosse investigada,
de modo inicial, a relac@o entre integracao e diferenciagdo. A primeira parte do TFC, a
Relagao Fundamental: F’ (x) = f(x), proposta a partir da atividade abaixo.
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Equacdo | Intervalo Tf(x) "
y = 2x [0; 1] 1
[0; 2] 4
[0; 3] 9

[0 x] X
y=3x" [0; 1] 1
[0; 2] 8

[0: 3] 27

[0; x] x°
y =4x° [0; 1] 1
[0; 2] 16

[0; 3] 81

[0; x] x*

1) Utilizando o Comando jf(x)dx na calculadora TI-83, preencha a tabela ao

lado, calculando o valor da integral definida no intervalo proposto.

2) Determine uma equagdo no caso do intervalo [0; x] que represente o valor

encontrado para a area.

3) Seaequagdo y = f(x) na primeira coluna da tabela determinar uma equagao

y = F(x) na terceira coluna, qual a relagdo entre f(x) e F(x)?

Como indicado na atividade, os coletivos utilizaram o Comando de Integracdo

Definida e determinaram os resultados em cada item. Em seguida, conjecturaram com

relativa facilidade os padrdes de generalizagdo, encontrando x%, x* e x*. Com a exploragao
de f(x) = 2x e com o resultado F(x) = x?, foram elaboradas conjecturas sobre a Relagdo

Fundamental, isto ¢, foi identificado que a fungdo dada ¢ uma derivada da generalizagdo
encontrada. Ou seja, de modo “inverso”, x*> pode ser entendida como uma antiderivada

ou primitiva de 2x.

Nesse momento, ficou evidenciado que, ao investigar alguns exemplos triviais de
funcdes polinomiais e elaborar padrdes com as informagdes coletadas com a Calculadora

Grafica em um processo indutivo, coordenando representagdes, Estudantes-com-

Calculadoras-Graficas podem investigar a Relacdo Fundamental do TFC com base na

utilizagdo do Comando jf(x)dx )
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Equagdo | Intervalo: J.f(x)dx
y = 2x [1; 2] 3
[2: 3] 5
[1; 3] 8

[a; b] b’ —a’
y=3x" [1:2] 7
[2; 3] 19
[1; 3] 26

[a; b] b’ —a’
y =4x° [1;2] 15
[2; 3] 65
[1; 3] 80

[a; b] b*—a’

Em um outro episédio, explorando uma atividade semelhante, ao coletar
informagdes com a Calculadora Grafica, os coletivos pensantes, assim como no episodio
anterior, identificaram padroes e elaboraram generalizagdes com base nos resultados

Cé)letados com o Comando J-f(x)dx' Dessa forma, foi possivel investigar o resultado

J‘ fx)dx =F(b)-F(a). , segunda parte do TFC, proposta a partir da atividade abaixo.
a

1) Utilizando o Comando If(x)dx na calculadora TI-83, preencha a tabela ao
lado calculando o valor da integral definida no intervalo proposto.

2) Determine uma equagdo no caso do intervalo [a; b] que represente o valor
encontrado para a area.

3) Sejay =1f(x) e suponhamos que exista uma F(x) tal que F’(x) = f(x). Determine

b
o valor de ,[ fox)dx

a

Ambos os coletivos apresentaram dificuldade em identificar o primeiro padrao de
generalizagdo esperado: b? — a2, As orientagdes de ensino pautaram-se em comparar os
padrdes elaborados na atividade anterior com as informagdes obtidas na investigacao da
atual atividade. Novamente, o processo de experimentacao com tecnologias possibilitou
que Estudantes-com-Calculadoras-Graficas conjecturassem o TFC.

84 Acta Scientiae, v.10, n.2, jul./dez. 2008



Com o coletivo envolvendo Moara e Naiara, por exemplo, indiquei que anteriormente
haviam sido encontrados x?, x* e x* para o intervalo [0; x]. Propus supor que se fosse
o intervalo [0; b] seriam encontrados os valores b, b® e b*. Com essa comparagdo, foi
conjecturado o padrdo: b? — a%. Foram entdo explorados os itens seguintes e determinados
os resultados b® — a3 e b* — a*. Em seguida, os coletivos iniciaram uma discussio buscando
generalizar os padrdes encontrados, isto ¢, comecaram a abordar a terceira questao proposta
nesta atividade.

As estudantes compararam cada padrao encontrado com a fungéo de origem, ou seja,
identificaram que, para y = 2x, temos uma antiderivada F(x) = x> ¢ o padrdo encontrado
¢ b% — a%. Neste caso, b’ — a’ pode ser representado por F(b) — F(a). No entanto, esse fato
também acontece em outros exemplos explorados! Conseqiientemente, as estudantes
puderam conjecturar a segunda parte do TFC com uma “generalizago de generalizagdes”,
com base em uma tabela de dados, como descrito a seguir.

y=f(x) = 2x F(x)=x b - a?

y = f(x) = 3% F(x) = x’ b - a®

y = f(x) = 4x° F(x) = x* b*—a
y=1(x) F(x) ; F°(x) = f(x) F(b) — F(a)

Ricardo: Se consideramos 2x, qual pode ser uma antiderivada?
Ana Paula e Viviane: x2.

Ricardo: x*?

Ana Paula e Viviane: b*> — a2,

Viviane: b® — a’.

Ricardo: E se [a gente] pegar y = f(x)?

Ana Paula: Vai ser integral de f(x)dx, ndo ¢?

Viviane: Entio isso aqui vai ficar F(b) — F(a).

Fica evidenciado que, ao investigar exemplos de fun¢des polinomiais e elaborar
padrdes com as informacgdes obtidas com a Calculadora Grafica, em um processo indutivo
e intuitivo, coordenando e articulando representagdes e informagoes diversas, Estudantes-
com—Calculadboras—Gréﬁcas (e outras Midias) podem investigar a Relagdo Fundamental

e o resultado J‘ fx)dx = F(b)-F(a). 46 TFC.

ood ; . . . . . rye .
As dimensdes heuristicas condicionadas pelas tecnologias informaticas permitem
considerar que a experimenta¢ao com tecnologias possibilita primeiramente um momento
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de investigacao, descoberta de resultados, elaboragao de conjecturas. Posteriormente, torna-
se coerente o desenvolvimento de uma abordagem algébrica dedutiva, gradativamente
rigorosa. Nitidamente, surgem possibilidades diferenciadas aos modelos tradicionais de
ensino-aprendizagem de matematica (BORBA; PENTEADO, 2003).

Reorganizam-se momentos ¢ dindmicas univocas do tipo professor — aluno e
enunciado — demonstragdo. Conseqlientemente, diversas dimensdes que emergem
com base nessas concepgdes, tanto de carater metodologico como epistemoldgico/
didatico, ligadas a idéia de experimentagdo com tecnologias, podem permear intensa e
gradativamente produgdes coletivas de pensamento, evidenciando instancias heuristicas
e pedagogicas, condicionando discussdes dedutivas no contexto investigativo. “Uma das
mais curiosas modificagdes ligadas ao uso das simulagdes digitais ¢ a que hoje afeta as
matematicas. Tradicionalmente consideradas como reino da dedugdo, elas também estdo
adquirindo um carater experimental” (LEVY, 1998, p. 104).

Apds “experimentarem” o TFC, os coletivos de Estudantes-com-Calculadoras-
Graficas foram engajados em uma abordagem que enfatizou a elaboragao de hipdteses e
autilizacdo de notagdes e artificios matematicos 16gicos para estruturar o convencimento:
uma abordagem dedutiva. Com fundamentacao em Hoffmann e Bradley (2003) os
coletivos pensantes desenvolveram uma abordagem algébrica do TFC em sessdes finais
dos experimentos de ensinos. Considero que as notagdes simplificadas e as inferéncias
intuitivas propostas por estes autores eram coerentes com as notagdes € conjecturas
elaboradas no processo de experimentagao com a calculadora grafica. Antes de se indicar
a notagdo especifica de integragdo na abordagem dedutiva, por exemplo, buscou-se

X
entender A(x) como I f(X)dX_ Ainda, foi utilizada uma nog¢2o intuitiva do Teorema
a

do Valor Médio para Integrais.

Embora tenham sido enfatizadas representagdes escritas, os coletivos pensantes
puderam: (i) propor diversas inferéncias no processo de demonstragdo baseados em
conjecturas que emergiram no processo de experimentagdo, e; (ii) apreciar o fato de
concluirem e entenderem a demonstragdo realizada, como evidencia a transcri¢do a
seguir.

Ricardo: Calcula agora A(b).

Viviane: A(b) = F(b) - C. S6 que - C ¢ F(a).[Escreveu A(b) =F(b) - F(a)]. S6
que esse A(b)...

Ana Paula: E a area. A(b) no caso ¢ a integral, ndo ¢2(...) de a até b de f(x)
dx.

b
Viviane: £, F(b)~F@) = [ fxx,

Ana Paula: Ah! Que legal!
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Viviane: Saiu bem mais facil.

Ana Paula: Certinho. Primeira vez que a gente conseguiu demonstrar alguma
coisa!

Ricardo: E como que eu posso representar essa area?
Naiara: Pela integral?
Moara: Integral de a até b.

Naiara: Ah! Eu sei que a gente ndo viu dessa forma. Dessa forma é bem
mais facil!

Além do desenvolvimento gradativo de formalizagdo matematica a partir de
notagdes e processos inerentes a experimentacao com tecnologias, existem diversos outros
modos de enfatizar este processo no contexto da investigacdo matematica.

EVIDENCIANDO A EXPERIMENTACAO COM
TECNOLOGIAS NO PROCESSO INVESTIGATIVO

Ao se finalizar uma abordagem dedutiva, matematicos utilizam ordinariamente
a abreviacdo C.Q.D. (Como Queriamos Demonstrar). Quando o coletivo envolvendo
Ana Paula e Viviane desenvolveu a abordagem dedutiva do TFC na segunda sessio de
experimentos de ensino, ndo foram elaboradas inferéncias “diferenciadas” na primeira
parte do TFC (na demonstra¢ao da Relagdo Fundamental), mas as estudantes indicaram
aabreviagdo C.Q.M. (como queriamos mostrar) na formalizagdo dedutiva, como explicita
a figura abaixo.

= Ui Gl o Jeiy 28
n=a ! iy ; : LX)
W h=0
Ficha de Trabalho de Ana Paula e Viviane — Argumentagdes sobre a Relagdo Fundamental do TFC.

b

No entanto, na abordagem do resultado If(x)dx =F(B)-F@) ¢ coletivo pensante
a
constituido por Ana Paula e Viviane elaborou diversas conjecturas e inferéncias, mas ndo
foram expressas abreviagdes em suas notagdes algébricas.

E no cerne desta observagdo que se destaca outro modo de evidenciar a experimentagao
com tecnologias no processo de investigagdo matematica. Ao serem elaboradas conjecturas
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no processo de experimentacao, a abordagem dedutiva assume um papel de confirmagao
da conjectura elaborada (VILLIERS, 2001). Portanto, ao se confirmar dedutivamente um
resultado conjecturado experimentalmente, ao invés de se indicar C.Q.D. (ou C.Q.M.),
considero que a abreviagdo mais coerente para se utilizar ao finalizar uma abordagem
dedutiva apds uma abordagem experimental ¢ C.H.C. (Como Haviamos Conjecturado!).
Desse modo, enfatiza-se a importancia do processo de experimentagdo no contexto
investigativo, destacando-se a relevancia heuristica na investigagdo matematica e na
demonstragdo em Educacao Matematica.

Uma outra forma de se evidenciar a experimentagdo no contexto investigativo ¢
com a utilizacdo de simulagdes (videos, aplicativos Applets) sobre o tema investigado.
A utilizag@o de alguns recursos informaticos, incluindo jogos eletronicos (ROSA,
2008), permite conceber a existéncia de provas visuais (HANNA, 2000), redefinindo o
modo de utilizagdo de abordagens dedutivas tradicionais. Pautando-se em abordagens
experimentais, condicionada por potencialidades das tecnologias informaticas, estudantes
podem investigar conteudos matematicos com base em argumentacdes que privilegiam
as multiplas inferéncias.

Um video clipe sobre o Teorema Fundamental do Calculo, por exemplo, baseado na
idéia de performance matematica digital (http://www.edu.uwo.ca/dmp), estd disponivel
em www.youtube.com. Este video, além de evidenciar elementos artisticos no fazer
matematico, compila aspectos visuais e geométricos e vem sendo utilizado em salas de
aulas de Calculo e em dindmicas envolvendo ensino-aprendizagem de matematica como
Mmini-cursos € CoNcursos.

Fundamental Theorem of Calculus (Digital Math Performance)

0:40 i 2:20 |« | =0
watch in high quality

Rate: % % % % X 9 ratings Views: 3,855
http://www.youtube.com/watch?v=gMdh_fiGZag.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo busquei resumir minha dissertagdo de mestrado (SCUCUGLIA, 2006)
aqual o foco central pautava-se em buscar desenvolver uma alternativa experimental para
se investigar o Teorema Fundamental do Célculo. Baseado no design da Calculadora TI-
83 elaborei uma atividade para que estudantes pudessem ter a oportunidade de produzir
significados sobre os conceitos de Soma de Riemman e Integragéo Definida e os resultados
do Teorema Fundamental do Célculo. Com a realizagdo de experimentos de ensino, ¢ com
lentes tedricas fundamentadas na concepgao de Seres-Humanos-com-Midias, pude criar
perspectivas sobre como coletivos de Estudantes-com-Calculadoras-Graficas elaboraram
conjecturas ¢ entendimentos a partir da coordenagdo de multiplas representagdes e a partir
de generalizagdes de padroes identificados com programas ¢ comandos da calculadora
grafica na investigagao de fung¢des polinomiais. Além disso, pude perceber que o processo
de experimenta¢do com tecnologias condicionou o modo como os coletivos pensantes
desenvolveram a abordagem algébrica do TFC, que enfatizou niveis gradativos de
rigor matematico a partir do modo como a utilizagdo de notagdes foi desenvolvida nas
sessdes de experimentos de ensino. Tal abordagem pode ser considerada um viés para
que estudantes venham a apreciar um modo de se fazer matematica, tornando esta uma
disciplina de carater inclusivo ao invés de cada vez mais estudantes (de Calculo) criarem
aversdo a ela.

Tornam-se inevitaveis ressalvas’ e novas inquietagdes desde que foi consolidada
o texto dissertativo referente a pesquisa comunicada neste artigo. Tais inquietacdes se
manifestam, por exemplo, na (re) significagdo dos termos aqui ja expostos. Contudo, parece
existir uma significativa convergéncia em contribui¢do ao denso mosaico constituido
por pesquisas envolvendo calculadoras graficas e demonstragdo com informatica em
Educacdo Matematica, principalmente em contextos envolvendo niveis gradativos de
rigor/formalismo matematico (REIS, 2001) na investigagdo de contetidos atinentes ao
Célculo. A experimentagdo com tecnologias vem possibilitando que entendimentos,
significados e conhecimentos matematicos sejam produzidos coletivamente no processo
de ensino-aprendizagem, transformando a matematica e a Educagao Matematica.
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