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RESUMEN

Contexto: se evidencia en los estudiantes universitarios poca claridad en la
aplicacion de contenidos relacionados con integrales impropias debido a una ausencia
de significado que no les permite hacer conexion con el entorno y con problemas de la
vida cotidiana. Objetivo: reconocer a las integrales impropias como una herramienta
matematica con multiples aplicaciones dentro y fuera de las matematicas. Disefio:
investigacion-accion de enfoque cualitativo, Entorno y participantes: estudiantes
universitarios de ingenieria. Recogida y analisis de datos: se disefio y aplico una
propuesta que busca articular la modelizacion matematica con el uso de software, donde
se experimentd y resolvid una secuencia de diez situaciones seleccionadas que
involucran este tipo de integrales. Resultados: Se destaca la importancia de la
modelizacion como recurso didactico-dindmico porque ayuda a los estudiantes a
alcanzar y comprender situaciones reales que involucran integrales impropias en
diferentes contextos. Conclusiones: A pesar de los numerosos errores detectados en
los estudiantes, esta estrategia permitid evidenciar desarrollo de competencias
matematicas en los jovenes, manifiestas en progreso de habilidades del pensamiento
matematico avanzado.

Palabras clave: Integrales impropias, Modelizacion matematica, Estudiantes
de ingenieria.

Modelling improper integrals, a case study

ABSTRACT

Background: University students show little clarity in applying content
related to improper integrals due to a lack of meaning that does not allow them to
connect them with the environment and everyday life problems. Objective: To
recognise improper integrals as a mathematical tool with multiple applications inside
and outside mathematics. Design: Qualitative action research. Setting and
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participants: University engineering students. Data collection and analysis: A
proposal was designed and applied to articulate mathematical modelling by using
software, where a sequence of ten selected situations involving this type of integrals
was experimented and solved. Results: The importance of modelling as a didactic-
dynamic resource is highlighted because it helps students to reach and understand real
situations involving improper integrals in different contexts. Conclusions: Despite the
numerous errors detected in the students, this strategy made it possible to demonstrate
that they developed mathematical competencies, which was manifested in the progress
of advanced mathematical thinking skills.

Keywords: Improper integrals, Mathematical modelling, Engineering
students.

Modelagem de integrais improprios, um estudo de caso

RESUMO

Contexto: os estudantes universitarios mostram pouca clareza na aplicagido de
conteudos relacionados com integrais improprios devido a uma falta de significado que
ndo lhes permite fazer uma ligacdo com o ambiente e com os problemas da vida
quotidiana. Objetivo: reconhecer os integrais improprios como uma ferramenta
matematica com multiplas aplicagdes dentro e fora da matematica. Concepcio:
investigacdo de aco qualitativa. Cenario e participantes: estudantes universitarios de
engenharia. Recolha e analise de dados: foi concebida e aplicada uma proposta que
procura articular a modelacdo matematica com a utilizacdo de software, onde foi
experimentada e resolvida uma sequéncia de dez situagdes selecionadas envolvendo
este tipo de integrais. Resultados: a importancia da modelagdo como recurso didatico-
dinamico ¢ realgada porque ajuda os estudantes a alcangar e compreender situagdes
reais que envolvem integrais improprios em diferentes contextos. Conclusdes: Apesar
dos numerosos erros detectados nos estudantes, esta estratégia permitiu demonstrar o
desenvolvimento de competéncias matematicas nos jovens, manifestado no progresso
de competéncias avangadas de pensamento matematico.

Palavras-chave: Integrais Improprios, Modelagem Matematica, Estudantes
de engenharia.

INTRODUCCION

En la practica docente universitaria se observan dificultades en los
alumnos que toman el curso Calculo II. Se observa escasa claridad en la
aplicacion de contenidos con la solucion de situaciones problémicas, lo que
muestra una falta de conexioén con el entorno y con problemas cotidianos que
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involucran el aprendizaje de integrales impropias'. Conceptos de importancia
para los alumnos que estudian matematicas o ingenieria por la cantidad de
aplicaciones que tienen, entre ellas: calculo de probabilidades para definir
reglas funcionales, calculo de transformadas de Fourier y Laplace, calculos
fisicos como trabajo y energia, entre otras.

Este trabajo busca aportar elementos que ayuden a resolver la
necesidad de mostrar y manipular la aplicacion de contenidos matematicos en
problemas concretos propios del quehacer profesional. Para ello, se
seleccionaron y aplicaron diez situaciones problema especificas de ingenieria
que implican el uso de este tipo de integrales. Por razones de espacio, aqui
presentamos una de ellas, elegida porque ofrece elementos de analisis que
ayudan a enriquecer los procesos de ensefianza y de aprendizaje de este objeto
matematico, que poco ha sido tratado en la literatura existente. A partir de esta
seleccion, se describe una propuesta de modelizacion matematica en la que el
profesor experimenta y resuelve la situacion seleccionada, a partir de una
adaptacion propia de la propuesta de Blum & Borromeo-Ferri (2009),
visualizandola como instrumento de investigacion y al mismo tiempo como
estrategia didactica. Este trabajo se realizo en dos momentos, como estrategia
se incorporo el uso de una herramienta tecnologica.

Entre los resultados encontrados, se destaca la importancia de utilizar
la modelacion matematica como un recurso didactico, dinamico-metodolégico,
que ayuda a los estudiantes a comprender situaciones reales, relacionarlas con
problemas factibles de matematizar situaciones de caracter tanto intra como
extra matemadtico. Esta estrategia proporciono a los alumnos la posibilidad de
posicionarse en relacion con los objetos estudiados, evidenciado en desarrollo
de habilidades propias del pensamiento matematico avanzado, tales como:
abstraer, representar, conceptualizar, inducir y visualizar diferentes situaciones
problema, que les permitid sintetizar, definir demostrar, formalizar y
generalizar. En otras palabras, permitio evidenciar desarrollo de competencias
propias de las matematicas avanzadas.

! Integral definida que cubre un 4area no limitada; cuando uno o ambos limites de
integracion son infinitos o cuando el integrando considera una funcién con un numero
finito de discontinuidades en el intervalo en cuestion.
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ANTECEDENTES

Presentamos este apartado desde dos miradas: Modelacion matematica
y trabajos adelantados con integrales buscando centrar el interés en integrales
impropias.

Con relacion a Modelacion matematica

Blomhgj (2004) plantea que la modelizaciéon como estrategia didactica
acerca efectivamente a los estudiantes a las dimensiones conceptuales y
algoritmicas del calculo, permitiéndoles establecer una conexion entre los
conceptos del Calculo Integral, los algoritmos que lo caracterizan y que estan
presentes en su quehacer profesional. Por su parte, Villalobos, Brenes & Mora
(2012) muestran algunas ventajas que ofrece la modelizacion matematica dado
que permiten la posibilidad de representar un problema, tomar decisiones,
generar y verificar hipotesis, hacer predicciones y dar interpretaciones en un
contexto especifico, favoreciendo el aprendizaje por descubrimiento y por
cooperacion, asi como el desarrollo de habilidades y actitudes positivas
relacionadas con la toma de decisiones e interaccion entre pares. Mateus-
Nieves (2022) considera que el aprendizaje de las matematicas provee apoyo
cognitivo a las conceptualizaciones estudiantiles colocando esta ciencia en la
cultura, como medio de describir y entender situaciones de la vida diaria, desde
la matematica universitaria. Destaca la importancia de estudiar invariantes
topoldgicas porque permiten encontrar diferencias y similitudes en trayectorias
tridimensionales cerradas, elementos que conforman la estructura de una
superficie.

Relacionados con integrales

Alanis y Soto (2012) afirman que la ensefanza tradicional del célculo
no logra que los estudiantes reconozcan, comprendan o apliquen el concepto de
integral en contextos que no han sido estudiados en clase. Thompson, Byerley
& Hatfield (2013) proponen una aproximacion conceptual al calculo mediante
el uso de recursos tecnologicos (especificamente simulaciones). Donde la
ensefianza de la integral no se limita al célculo del area demarcada por una
curva, como se hace tradicionalmente, sino que las actividades se realizan
dentro de contextos que responden a situaciones concretas.

Mateus-Nieves (2016) realiza un analisis didactico sobre como tres
grupos de estudiantes universitarios aprenden a utilizar el método de
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integracion por partes (MIP). Identifica dificultades en los estudiantes para
reconocer el tipo de integral involucrada en la situacion planteada. Muestra
como los alumnos hacen uso mecanicista del algoritmo MIP, sin comprenderlo,
a través de ejercicios repetitivos. Enfatiza que es posible que los estudiantes
comprendan y apliquen solidamente este trabajo con integrales, si las entienden,
es decir, si se dan cuenta de la relacion que mantienen con la estructura
relacional de los problemas a los que se aplican. Este mismo autor en (Mateus-
Nieves, 2019) presenta una ampliacion de la investigacion de 2016, con un
estudio para la integral desde tres dimensiones: epistémica, para abordar la
génesis historica del concepto; cognitiva, para considerar las dificultades que
presentan los estudiantes cuando se enfrentan a situaciones problematicas que
involucran el concepto. Y didactica, donde propone situaciones problema que
pretenden enriquecer el campo de las practicas sociales que se abordan con el
concepto. A partir de este estudio, indica que las nociones matematicas para la
integral tienen un alto nivel de abstraccion, fundamental en el desarrollo de las
matematicas avanzadas y de dificil aprendizaje para los estudiantes, por lo tanto,
un estudio que tenga en cuenta las condiciones logicas involucradas en el
proceso de constitucion de este objeto matematico, contribuye a una mejor
comprension del mismo y a su posible articulacion.

Mateus-Nieves & Hernandez (2020) presentan un estudio realizado con
tres grupos de estudiantes universitarios que aprenden Calculo Integral.
Redisefian la estructura curricular del curso de Calculo II, articulando las
dimensiones epistémica, cognitiva y didactica para los diversos significados
identificados para la integral, buscando que los estudiantes den sentido a lo que
llaman en su trabajo significados parciales para la integral. Muestran la integral
como una herramienta de resolucion de problemas, donde los alumnos alcanzan
un nivel de abstraccion, fundamental en el desarrollo de la matematica
avanzada. Identifican la percepcion implicita de una cultura en el profesor y en
los alumnos, donde aprender a decir qué es la integral y representarla
geométricamente, sin tener una comprension de la misma, es suficiente para
aprobar la asignatura (ratificando la presencia de un enfoque puramente formal-
mecanicista).

Mateus-Nieves (2020) presenta una reflexion sobre el trabajo con
integrales impropias donde destaca que la ensefianza tradicional no lleva a los
alumnos a adquirir la capacidad de comprender que existe un objeto
matematico llamado "integral", que a su vez es unitario y sistémico, que esta
constituido por varios significados (tipos de integrales), y que éstos pueden ser
utilizados en diferentes situaciones de caricter intra y extra matematico.
Mateus-Nieves (2021) indica que la ensefianza tradicional se mantiene con un
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enfoque mecanicista, que evaliia a los estudiantes de tal manera, que solo
aplican un algoritmo, de manera iterativa, sin entender lo que estan haciendo ni
los beneficios de utilizar esta herramienta. Este tipo de ensefianza sugiere que
lo importante es dominar los procedimientos para resolver ejercicios, o
memorizar definiciones y entender la demostracion de teoremas (enfoque
formal), dejando de lado la utilidad y riqueza de este ente matematico para la
resolucion de problemas.

MARCO TEORICO

Este trabajo se fundamenta en la modelizacion matematica articulada
con la ensefianza del calculo integral mediado por el uso de software
matematico.

Modelizacion matematica

Adoptamos la posicion tedrica de Blum & Borromeo-Ferri (2009),
como el proceso de construccion de un modelo dirigido desde una situacion
real a un modelo matematico. Mateus-Nieves (2022 en prensa) muestra como
materializar este proceso: considera el ciclo de modelizacion propuesto por
Blum & Leif3 (2007) en términos de 7 transiciones: 1) el problema o la situacion
propuesta debe ser entendida por el estudiante, esto es, debe construir un
modelo de la situacion (transiciones: comprension y construccion); 2) la
situacién tiene que ser simplificada, estructurada y precisa (transiciones:
simplificacion y estructuracion), dando lugar a un modelo real de la misma; 3)
transicion: matematizacion, transforma el modelo real de la situacion en un
modelo matematico; 4) transicion: trabajo matematico, la puesta en practica del
modelado debe producir resultados matematicos; que, 5) deben ser
interpretados en el mundo real (transicion: interpretacion); 6) transicion:
validacion y verificacion de resultados, aqui es posible que sea necesario
reiniciar un ciclo donde sea preciso repetir alguna(s) transicion (es). El ciclo se
cierra cuando el alumno expone el problema y su posible solucion.

Mateus-Nieves (2022) plantea el ciclo de modelizacion desde dos
momentos: 1) de sensibilizacion, con el objeto que el estudiante desarrolle la
intuicion a partir de identificar, describir y analizar las acciones que llevan a
cabo cuando cubren las subcompetencias trazadas para las transiciones:
construccion y estructuracién (propuestos en el cuadro 1 mostrado en la
seccién de resultados). Este momento inicia con una situacion dada en el mundo
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real, que puede ser a partir de una imagen, un texto o ambos, luego existe una
transicion, equivalente al entendimiento parcial del problema, que puede ser a
nivel implicito e inconsciente para el modelador. La transicion a la
estructuracion se logra cuando el estudiante alcanza una representacion mental
de la situacion, donde toma decisiones y filtra informacion del problema. Aqui
depende del estilo de pensamiento matematico del individuo ya que en este
momento es donde se define como tratar el problema en las proximas
transiciones del ciclo de modelizacion. 2) Momento de implementacion y
evaluacion, donde se buscO articular las transiciones: matematizacion,
resolucidn, interpretacion, validacion y exposicion. Con este proceso se logra
la idealizacion y simplificacion del problema, haciendo que el proceso sea mas
consciente para el estudiante. La modelizacion real muestra como es construido
el modelo a partir de dibujos o formulas que representan la situacion real
planteada, que depende de las declaraciones verbales, el sustento de las
representaciones externas que debe incluir el conocimiento extra matematico
que posee la persona y que relaciona con el modelo real construido.

En la transicion del ciclo de modelizacion propuesto es posible
demostrar las dificultades y los progresos de los alumnos, como forma de
mejorar los procesos de ensefianza y de aprendizaje. Durante el proceso de
modelizacion se espera que el alumno sustituya el objeto cognitivo por su
imagen matematica. El modelo matematico combinando la teoria con el
experimento, se facilita cuando se utilizan herramientas tecnologicas como el
ordenador y diferente software matematico. Mateus-Nieves & Hernandez
(2020. p. 201) afirman que "el proceso de construccidon de conceptos abstractos
como la integral es de dificil comprension para el estudiante", por lo que en este
trabajo se asume la modelizacion matematica como herramienta didéctica para
fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje de este tipo de integrales
buscando cambiar en enfoque formal mecanicista que tradicionalmente se ha
venido implementando.

Durante la transiciéon del ciclo es clave que tanto el modelador
(profesor), como los estudiantes reconozcan que se requiere conocimiento extra
matematico para la construccion del modelo matematico, dado que aparecen
representaciones externas por dibujos o férmulas, donde las declaraciones
deben ser a nivel matematico, lo que implica, hacer trabajo matematico. Las
competencias matematicas del modelador, para obtener resultados matematicos,
deben ser interpretadas, incluso de manera inconsciente, para obtener
resultados reales validables, discutiendo la correspondencia entre los resultados
reales y la representacion mental de la situacion.
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Blum & Borromeo (2009) plantean que un individuo puede resolver un
problema pasando por diferentes transiciones del ciclo sin seguir
necesariamente el orden expuesto anteriormente; establecen que este ciclo de
modelizacion puede no definir una trayectoria lineal de pensamiento. Las
transiciones del ciclo de Blum & Leil3 (2007) citadas en Mateus-Nieves (2022)
constituyen puntos de referencia para el analisis de las estrategias de
modelizacion, que permiten estructurar la bisqueda y categorizacion de los
posibles errores que puede cometer un alumno. El estudio de dichas estrategias
y de los errores junto con la identificacion de los tipos de pensamiento
proporcionan herramientas para un proceso de analisis-sintesis que permite
elaborar el perfil y detectar necesidades formativas en los alumnos participantes.

Integrales impropias

Dentro del campo de la integracidon, ocupa un lugar especial las
integrales impropias, motivo del estudio de este documento, porque representan
una herramienta potente cuando se tienen integrales definidas en donde uno o
ambos limites de integracion son infinitos o bien, cuando el integrando
considera una funcidén con un nimero finito de discontinuidades en el intervalo
en cuestion. La convergencia de la integral se da si el limite existe, en caso

contrario se dice divergente. En el estudio de la integral definid fab f(x) dx se

ha a sobre entendido, hasta ahora que: 1) Los limites de integracion son
numeros finitos. 2) La funcién f(x) es continua en el intervalo [a, b]. Si f es
discontinua debe ser acotada en este intervalo. Cuando se elimina una de estas
dos condiciones, se dice que la integral resultante es una integral impropia qué
puede ser clasificada como de primera segunda o tercera especie. Es importante
aclarar al estudiante que toda integral impropia puede mediante un cambio de
variable adecuado, transformarse en una integral impropia de primera especie.
Uno de los temas a trabajar con este tipo de integrales son los criterios de
comparacion que aqui describimos para integrales impropias de primera
especie.

Primer Criterio de Comparacion: Sean f y g dos funciones de

[a, +) - R que son integrables en el intervalo [a, a], Va = a, tales
que existe un nimero b>a y 0<g(x) < f(x)vx=b . Si

f:w f(x)dx es convergente (divergente), entonces la f:m g(x)dx
es convergente (divergente).
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Segundo Criterio de Comparacion: Sean f y g dos funciones de
[a, +) — R que son integrables en el intervalo [a, a], Va = a, tales
que lim 99 _ | e R:

x—+00 f(x)
e SilL # 0, entonces f:w fl)dx y fa+oo g(x)dx tienen el mismo

caracter.

e SiL=0y f:m f(x)dx es convergente, entonces f:oo g(x)dx
es convergente.

Para poder utilizar alguno de los dos criterios es necesario disponer de
una funcion f(x) de cuya integral impropia sea conocido su caracter. Cuando
se trata de alguna aplicacion de la integral definida y ésta es impropia, como en
el caso de un area bajo la curva, se hace necesario considerar que, si la integral
es convergente, el valor del limite que la define sera el valor finito del "area
infinita". En caso de ser divergente, se considera que el area es infinita.

METODOLOGIA

Se trata de una investigacidon-accion de enfoque cualitativo de estudio
de caso, donde la intervencion pretende demostrar cambios en estudiantes
universitarios que cursan Calculo 2. Se tomo la postura planteada en Simons
(1996. p. 174) que muestra técnicas frecuentemente adoptadas en los estudios
de caso, como: observacion y analisis documental, donde el investigador del
caso puede “contar la historia de como fue experimentada e interpretada sobre
el terreno la innovacidn, desde la perspectiva y con las palabras de los
participantes clave”. La flexibilidad del estudio de caso permite seguir y
documentar cambios en la muestra, elementos que permiten al investigador
estudiar los efectos de la innovacién en el tiempo.

Muestra: cincuenta estudiantes de tres carreras de ingenieria, y dos
profesores? que imparten la asignatura en tres grupos. Se busco articular la
modelizacion matematica con el uso de software, como metodologia de

2 Tanto los estudiantes como los profesores encargados de impartir la asignatura, fueron personas
mayores edad, aprobaron participar libre y voluntariamente de la investigacion, mediante
consentimiento informado que cada uno firmo, siempre reservando su identidad en los resultados
que se exponen. Por ello, los autores eximen explicitamente a Acta Scientiae de cualquier
consecuencia derivada de la misma, incluyendo la asistencia integral y eventual compensacion
por cualquier dafio resultante a cualquiera de los participantes de la investigacion, de
conformidad con la Resolucion n°510, de 7 de abril de 2016, del Consejo Nacional de Salud de
Brasil.
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ensefianza para este tipo de integrales; porque “ayuda a los estudiantes a
comprender mejor los contextos en los que se desenvuelven, apoya el
aprendizaje de las matematicas permitiéndoles desarrollo de competencias y
actitudes adecuadas hacia las matematicas” (Blum y Borromeo-Ferri, 2009, p.
47). Se eligieron diez situaciones problémicas, propias de ingenieria cuya
solucion implica el uso de integrales impropias. Se organiz6 la muestra en
subgrupos de tres alumnos para realizar las actividades programadas en dos
momentos: 1. Sensibilizacion; 2. implementacion y evaluacién; lo que permitio,
desde los registros en diario de campo, hacer seguimiento exhaustivo al
desarrollo alcanzado por cada estudiante.

El primer momento de sensibilizacion se desarrollé a lo largo de tres
semanas. Como aprestamiento a lo que aqui se denomina pre-modelacion; se
introdujo a la muestra en situaciones matematicas problema de contexto real,
desde dos estrategias: 1) presentar los contenidos del programa a partir de un
modelo matematico conocido, por ejemplo, la integral definida ensefiada como
técnica para calcular una antiderivada (presentacion y manejo del algoritmo).
Conceptualizacion de la integral definida desde diferentes significados®, entre
ellos: antiderivada de una funcion; area bajo la curva; nocion de acumulacion
y tasa de cambio como procesos mutuamente dependientes. Objetivo: permitir
a los alumnos interpretar estos significados, articulandolos a diferentes
situaciones problémicas; inicialmente, a situaciones de caracter intra y posterior
a otras situaciones extra matematicas. Cada situacion analizada debia primero
ser graficada en el cuaderno, luego utilizando GeoGebra online y otros
programas de graficacion de libre acceso a eleccion de los estudiantes. De esta
manera los alumnos se familiarizaron con las diez situaciones, visualizar las
graficas de las regiones, identificar, relacionar y ampliar el significado de la
integral como razon de cambio, facilitando un acercamiento a la nocidén de
acumulacion, como procesos mutuamente dependientes. 2) Implementar en
algoritmos logico-numéricos (del software elegido), las cualidades presentes en
la situacién dada. El objetivo de este momento fue identificar, describir y
analizar las acciones que los alumnos realizan ante las situaciones problema
planteadas y cudl significado le asignan a un objeto matematico que requiere el
uso de integrales impropias con funciones de una variable. Esto para cubrir los
pasos 1 y 2 de transicion del ciclo de modelizacion propuesto en la tabla 1.

3 El significado de una matemética se refiere al uso que se le da en el juego de lenguaje en el que
participa. Godino (2002) indica que el significado (de un objeto matematico) esta vinculado a los
problemas en los que participa y a las acciones que se realizan para resolver esos problemas.
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El segundo momento de aplicacion y evaluacion, buscé matematizar la
situacion a partir de los datos del contexto, sintesis y regreso al contexto real,
buscando articular los cinco pasos de transicion del ciclo propuesto en la tabla
1. Objetivo: asegurar que los alumnos matematicen la situacion problémica
propuesta; interpretar las posibles vias de solucion y validar si la respuesta
alcanzada satisface las necesidades planteadas en la situacion. Como estrategia
pedagdgica cada subgrupo entreg6 un informe escrito donde compartieron los
resultados alcanzados. Los investigadores, de forma andnima, compartieron
cada trabajo con el grupo general independiente si la respuesta encontrada
satisfacia o no la peticion del problema. La idea del anonimato fue: conseguir
seguridad y confianza en los alumnos al observar la exposicion de su trabajo
sujeto a las observaciones del grupo general, que ningun alumno se sintiera en
desventaja con respecto a sus compafieros al exponer su trabajo; de ello se dejo
registro escrito en el diario de campo.

En ambos momentos el trabajo en subgrupos buscaba que los alumnos
discutieran, analizaran, construyeran, investigaran las posibles soluciones a las
situaciones propuestas y finalmente entregaran un informe escrito, donde sélo
los investigadores sabian a qué subgrupo correspondia cada produccion. El
grupo general debia comprobar si la propuesta de modelizacion ofrecida
respondia a las necesidades planteadas en el problema, si eran suficientes o
incompletas. Para este manuscrito, los investigadores seleccionamos una de
esas situaciones, por caracterizarse como representativa de las bondades y
dificultades percibidas en los estudiantes durante el desarrollo del ciclo de
modelizacidon y que consideramos aporta a los procesos de ensefianza y de
aprendizaje del célculo integral. Se comparte en detalle a continuacion.

RESULTADOS Y ANALISIS

Se busco articular el ciclo de modelizaciéon matematica con el uso de
software en los ambos momentos; partimos de la premisa que la incorporacion
de la tecnologia como parte del proceso, despliega la autonomia en los
estudiantes con respecto al profesor; les permite desarrollar habilidades para la
buisqueda de informacién y mayor participacion e interés en la clase. La tabla 1
muestra el proceso seguido. Cabe aclarar que luego de ser analizadas y
discutidas las respuestas ofrecidas por los subgrupos con el grupo general, cada
subgrupo presentd un informe escrito como soporte del trabajo realizado, en el
que hicieron los ajustes requeridos a las 10 situaciones propuestas, de acuerdo
con las discusiones plenarias sobre la idoneidad de las situaciones y la
formalizacion del contenido del programa por parte del profesor.
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Tabla 1

Articulacion ciclo de modelizacion matemdtica. (Creacion propia)

Transiciones
Momentos Ciclo de Sub competencias desde el Calculo Integral
modelacion

Presenta el algoritmo para calcular una antiderivada (presentacion y
manejo del algoritmo, regla de Barrow).
Entendimiento Identifica la relacion entre: area bajo la curvay la integral definida.

parcial del Representa la funcion en el plano cartesiano y determinar la region
problema que define el area solicitada.
Utiliza el software en linea para identificar y visualizar la gréfica de
la region.

Indica la definicion funcional de la figura bidimensional
representada en el plano.
Representa en un diagrama todas las ecuaciones (rectas y curvas)
Representacion que representan las partes de la funcién representada.
mental de la Construye las gréficas de las ecuaciones considerando el dominio
situacion de la funcion representada.
Reconoce que la integral definida de la tasa de cambio de una
cantidad da el cambio neto de esa cantidad.
Asocia esas integrales definidas: describen la acumulacién de una
cantidad, por lo que la integral definida da el cambio neto de esa
cantidad.
Relaciona la tasa de cambio y la acumulaciéon como procesos
claramente dependientes
Indica el &rea cubierta por la funcion en la variacién asignada para
Idealizaciony X ) . ) -
simplificacion Reconoce el area de la region como la integral definida en el
del bl lnter\{a_lo dado. ($uma de Riemann). N
el pro e_r‘,]a Identifica, a partir del programa, el volumen y/o la superficie del
(Interpretacion)  s4idq de revolucion.
Relaciona el volumen y/o el &rea de la superficie como resultado del
calculo de una integral impropia.

Relaciona la superficie de la figura tridimensional con la superficie
bidimensional previamente calculada.
Relaciona las unidades de medida para cada caso.

MOdEIQ regl Establece el sélido de revolucion que representa la situacién dada.
(Matematlz'a}cwn Construye figuras tridimensionales a partir de funciones bien
-Resolucion) definidas, digitalizadas en el software de un sélido de revolucion.

Expresa y registra correctamente en el software los intervalos en los
que se analiza la funcién que representa la situacion problematica

propuesta.

Calcula el volumen y/o la superficie del sélido de revolucién y
expresar el resultado utilizando las unidades de medida especificas.
Diagrama el sélido correspondiente en el software.

1 de sensibilizacion

2 aplicaciony
evaluacion
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Expresa de forma concreta y en un contexto real los resultados
encontrados relacionados con la superficie y el volumen del s6lido
. ., generado.

Validacion  Reconoce las unidades de medida de la superficie y el volumen
generados por el sélido.
Comprueba si los resultados obtenidos se corresponden con la
situacion planteada y satisfacen las necesidades solicitadas.
Socializa el proceso desarrollado a lo largo de la experiencia.
Sustenta coherentemente el trabajo desarrollado y la posible
extension a otras posibles situaciones.

Primer momento: de sensibilizacion

Se muestra la situacion seleccionada, ya que ofrece elementos de
analisis que aportan a la investigacion. Durante la pre-modelacion matematica
como estrategia, los alumnos ya habian aprendido qué es una integral definida
y como se calcula. Se pidié que graficaran en sus cuadernos la funcién f(x) =

% y calcular el area de la region incluida en el intervalo 1 < x < 3. Luego

tenian que explicar como habian realizado este proceso y cual era el valor del
area (Figura 1a), posteriormente debian pasar al software y realizar los calculos.
Comparar los resultados y decidir sobre las ventajas de utilizar la tecnologia
(Figura 1b).

Figura 1

Produccion de E13, 1.a. Produccion en el cuaderno, 1b produccion con el
software
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Se les pidio graficar e interpretar lo que sucede si ampliamos el
intervalo de integracion entre 1 < x < oo (Figura 2), y expresar la integral. La

. 1 ,
respuesta obtenida fue: fl o dx a pesar que hasta ese momento, no se habia
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definido que este registro corresponde a una nueva integral, llamada impropia,
que implica un trabajo adicional al aplicado a las integrales definidas. Se les
pregunto, ;esta integral les permite calcular el area de la region delimitada
por la curva en el intervalo dado? Algunos alumnos matematizaron utilizando
lapiz, papel y calculadora tratando de encontrar una respuesta, el alumno E3
menciono: "profesor, en la calculadora nos salio error matematico, ;jhemos
hecho algo mal?" el profesor a cargo les pregunt6 ;como hicieron el trabajo?
Este subgrupo no logroé responder cuando otro compaiiero, E12 dijo: "nosotros
no lo hicimos en el cuaderno, usamos el software y dice que la integral es
divergente, ;qué significa, profe?" (Figura 2b), E39 dice: "profesor, ;por qué
cada subgrupo tiene una respuesta diferente? [registros tomados del diario de
campo correspondiente al subgrupo 3]. A partir de estas producciones se
formaliz6 la matematizacién de una integral impropia como una integral
definida donde uno, o ambos limites pueden contener el infinito, 0 como
aquellas donde existen discontinuidades para la funcion sobre el intervalo en
cuestion, buscando articular estos significados con las tres especies de integral
impropia, y a su vez, estos con diferentes situaciones problémicas.

Luego que se hubo formalizado el concepto de integral impropia, y las
tres especies, en las actividades dadas a los alumnos, les pedimos que ampliaran
el concepto girando esta figura sobre el eje x del plano®, debian graficar el
resultado en papel; la figura 2¢ muestra la produccion del alumno E24. Luego
debian repetir el proceso en el software, comparar las imagenes, discutir la
situacion y pensar si era posible calcular el volumen y la superficie de esa
porcidon de sélido que se formo, formalizando que en matematicas a esta
construccion se le conoce como "trompeta de Torricelli" o "cuerno de Gabriel".

* Se les sefial6 previamente que este tipo de giro en la funcion genera un sélido de revolucion.
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Figura 2

2a. Trazado de la curva en el intervalo 1 < x < 0. 2b produccion de E21 en
el software. 2¢c produccion de E24.
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El subgrupo del alumno E19 utilizd applets de GeoGebra online,
proporciond las imagenes relacionadas en la figura 3 para responder a las
preguntas anteriores. Esta visualizacion en 3D les permitid observar la
variacion del tamafio del solido a medida que x se acercaba al infinito o
retrocedia hacia 1, asi como la formacion del solido al variar y.

Figura 3

Trazado de la trompeta de Gabriel. 3¢ cuerno de Gabriel’; 3b. Trompeta de
Torricelli®; 3c trompeta de Torricelli’ cuando se analiza x € (0, ).

Tl 30‘. ‘ 3b 3c

De esta situaciéon tomada de los registros del diario de campo
correspondiente al subgrupo 14 podemos analizar: se trata de un problema
enmarcado en un contexto puramente matematico. Es una funcion que esta en
un intervalo abierto por derecha, se pide que intenten calcular el area (la integral)

5 Imagen disponible en https://maskupnfin.wordpress.com/2011/11/10/cuerno-de-gabriel/
6 Solido de revolucion generado al girar alrededor del eje x la superficie delimitada por la curva

y= % y el eje x del plano. Fuente: https://www.geogebra.org/m/th9kdb8c

" Para comprender mejor estas dificultades, se recomienda profundizar en los aspectos
epistemologicos y cognitivos de estos conceptos.

367 Acta Sci. (Canoas), 24(5), 354-376, Sep./Oct. 2022



utilizando métodos graficos y numéricos. De los resultados entregados,
podemos diferenciar dos tipos de estudiante, los del primer grupo estan mas
seguros de sus conocimientos y se arriesgan a realizar el trabajo utilizando su
cuaderno y calculadora, los del otro grupo utilizan directamente el software. En
ambos tipos de alumnos se observa el uso de registros de representacion
semiotica grafica y algebraica. Todos realizan los graficos bien, situados sobre
el eje en el intervalo solicitado, luego la construccion del solido de revolucion.
Esto muestra un adecuado manejo de los procedimientos instrumentales, uso
de representaciones graficas y simbdlicas. Pero al calcular el area de la region
esperaban valores aproximados del area total como si fuera una "integral
definida". Los alumnos que utilizaron el software, al ver la respuesta "la
integral diverge" (Figura 2b), muestran desconcierto porque esperaban una
cifra numérica, los alumnos que hicieron su trabajo en el cuaderno se equivocan
al tomar los extremos del intervalo de integracion en los puntos de
discontinuidad de la funcion, en este caso o y evaluarlos de la misma manera
que en la figura la. este error podria estar relacionado con al menos dos
conceptos centrales del calculo: continuidad y completitud de los numeros
reales no tratados en este trabajo.

Observamos en los alumnos que la discontinuidad de las funciones los
lleva a cometer una serie de errores en los que aplican los métodos grafico,
numérico y algebraico como procedimientos rutinarios sin cuestionarse la
mejor forma de resolver el problema. La resolucion algebraica la extrapolan
directamente de la aplicada a la integral definida, E18 menciono: "lo que
hicimos fue aplicar la regla de Barrow, luego tendimos el limite y nos dio un
valor". Por otro lado, los alumnos que utilizaron directamente el software no
fueron capaces de establecer una conexion entre los resultados obtenidos con
los registros algebraicos y graficos, no identificaron coherentemente la
informacidén proporcionada por el problema, como tampoco coordinan
coherentemente los diferentes registros utilizados con los datos proporcionados
por el software. Resuelven la tarea correctamente, pero no saben interpretarla
porque desconocen el proceso seguido (el paso a paso), realizado por el
software. Cabe destacar que algunos alumnos que repiten la asignatura
identifican que se trata de una integral impropia, en lugar de la integral ordinaria
de Riemann, sin embargo, en la interpretacion fallan porque les cuesta expresar
de forma concreta y en un contexto real los resultados encontrados relacionados
con la superficie y el volumen del solido generado. Para estos alumnos todavia
no esta claro que aplicar una integral impropia donde uno de sus limites es
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infinito esté relacionado con la evaluacion de la integral de una funcién de
densidad de probabilidad®.

Posteriormente, a partir de esta situacion concreta, se experimento,
resolvio y formalizo la existencia de integrales impropias, determinando las
condiciones necesarias para clasificarlas como de primera, segunda o tercera
especie. Las de tercera especie se formalizaron a partir de la pregunta: ;es
posible considerar la trompeta de Torricelli cuando x € (0,)? (figura 3c). A

partir de ahi se defini6 este tipo de integral como la suma |, Oooi dx = foa% dx +
fool dx, a € (0,00).
a x

A partir de esta modelizacion previa, se propusieron otras situaciones
en las que los alumnos debian esbozar una posible matematizacion que les
permitiera encontrar algin tipo de solucion factible. La secuencia de
actividades programadas se disefi6 de forma que los alumnos pudieran justificar
los procesos seguidos. Para fijar los conceptos, utilizamos ejemplos analdgicos
que pudieran relacionarse con su vida cotidiana, por ejemplo, calcular
corrientes, capacitancias, tiempos de carga y descarga de corriente; determinar
las fuerzas que ejerce un fluido en el extremo de un tanque, entre otros. Se pudo
comprobar que en ese momento los alumnos estaban preparados para abordar
los pasos necesarios que implica la metodologia del ciclo de modelizacion.

Segundo momento: de aplicacion y evaluacion

Buscamos articular matematizacion vs validacion (Modelo real),
respondiendo a los objetivos planteados en la tabla 1. Para este momento
retomamos el trabajo adelantado por los alumnos cuando construyeron la

. .y 3 .
gréfica en papel de la funcion fl i dx,luego en 1 < x < oo. Posteriormente se

formaliz6 que, al girar esta figura sobre el eje x del plano, se genera un s6lido
de revolucion. Debian visualizar la region, trazar la figura tridimensional en un
dibujo bidimensional, en sus cuadernos. Construir funciones bien definidas que
permitan visualizar en el software la figura tridimensional. Aqui se detectaron
dificultades en los alumnos en los siguientes aspectos: estructuracion, si bien
el grafico (modelo) construido era correcto, no les ofrecia la posibilidad de
identificar la(s) expresion(es) algebraica(s) que representa(n) la region, esto se
observd porque los estudiantes no toman en cuenta los conocimientos

8 Esta funcién evalia la probabilidad de que un evento particular ocurra en algin niimero del
intervalo [0,1].
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adquiridos previamente. Se identifico que la transicion entre el registro grafico
v el algebraico fue bastante dificil para ellos. Sefialamos que en algunos casos
las ecuaciones presentadas no correspondian con la figura dibujada. Se pidio
reflexionar sobre esta situacion y realizar ajustes, aspecto que dificulté su
proceso de aprendizaje. En particular, se identificaron dificultades para calcular
el volumen, dado que algunos alumnos no lo relacionan con un sélido de
revolucion, creemos, porque no han desarrollado la capacidad de coordinar
resultados e intuiciones para presentarlos formalmente.

Al presentar debilidades en los dos aspectos mencionados en el parrafo
anterior, identificamos que fallo la interpretacion, manifiesta en dificultades
para reconocer y relacionar que el volumen es finito pero la superficie es
infinita, esto para la trompeta de Torricelli, en la figura 4 se muestra la
produccion en papel del alumno E20 a quien le cuesta entender los calculos
realizados; en la parte inferior escribe: " por qué drea y volumen son diferentes?
supuse que ambos divergian" [registros tomados del diario de campo
correspondiente al subgrupo 9], esto nos permite evidenciar que para él, el
hecho de pensar que la funcidn tiende a infinito, implicitamente en su mente, la
integral debe ser divergente, este razonamiento es provocado por el registro
grafico dado que la trompeta se extiende "infinitamente". Aqui surgio el interés
de los investigadores por determinar cuantos alumnos se dieron cuenta de esta
situacion. Observamos 16 de 45, lo que permite inferir que la mayoria muestra
una falta de significacion de los conceptos anteriores y los relaciona con el
registro grafico; en términos de Gonzalez-Martin (2002) este es un obstaculo
de compacidad vincular, pues parece que estos alumnos sélo conciben un
volumen como finito si la figura es cerrada y acotada.

Dificultades similares fueron evidenciadas cuando se trabajaron otras
situaciones de las diez propuestas, entre ellas: a) calcular el trabajo realizado
para elevar un objeto de masa m a una altura definida 4; luego determinar el
trabajo necesario para impulsarlo a una distancia infinita de la Tierra. b)
determinar la fuerza de gravedad ejercida por una varilla uniforme cuya
densidad es p=4 Kg/m y que ocupa toda la parte positiva del eje x (x = 0),
sobre una masa m = 1Kg, situada en el punto de coordenadas (-2m,0).
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Figura 4
Produccion del estudiante E20
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El trabajo realizado puso de manifiesto la creatividad de los alumnos,
ya que cada subgrupo, al enfrentarse a la construccion de la figura propuesta,
tuvo que imaginarla descompuesta en piezas bidimensionales. Esta actividad
les permitié comprender la importancia de la continuidad de una funcién,
identificar el dominio, el rango y establecer la diferencia entre funcion y
relacion. Asi como la transicién entre la representacion gréafica y su
correspondiente ecuacion. Es decir, superar las dificultades encontradas en el
momento de sensibilizacion (aspectos: entendimiento parcial del problema,
representacién mental de la situacion e interpretacién del problema).

Progresivamente se buscd integrar las matematicas con otras areas del
conocimiento, particularmente la fisica, lo que permitié observar en los
estudiantes, interés por las matematicas en relacion a su aplicabilidad,;
aprehension de conceptos matematicos y desarrollo de habilidades de
pensamiento matematico avanzado, compartiendo la postura planteada por
Mateus-Nieves & Rojas, (2020, p. 69) "en la educacion superior, la matematica
es una parte esencial del proceso de aprendizaje” , "en la educacion superior,
la progresiva matematizacion implica la necesidad de abstraer, definir, analizar
y formalizar" (p. 70), y entre los procesos cognitivos con componente
psicoldgico: "representar, conceptualizar, inducir y visualizar" (idem, p. 70).

CONCLUSIONES

El uso de software matematicos ofrece a los alumnos: claridad en la
gjecucion y jerarquia de las operaciones, reconociendo las graficas de una
funcion como categoria que articula la modelizacion y la tecnologia. Aqui
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compartimos la posicion de Trouche (2004) que el uso de recursos tecnologicos
como factor de aprendizaje, donde el dispositivo electronico se convierte en un
instrumento para graficar, calcular y resolver situaciones, permite implementar
la dupla modelizacion-tecnologia en la construccion del conocimiento
matematico en el aula.

Entre las debilidades encontradas que requieren mayor trabajo esta el
compromiso en el momento de ampliacion y evaluacion, debido a que, aunque
los alumnos intentan hacer interpretaciones de los resultados, no estan
acostumbrados a explicarlos, esta situacion genera inseguridad en el trabajo
realizado y la creencia, a veces falsa, en los resultados del software como
siempre veraz e infalible, sin considerar que, si los datos se registran
incorrectamente, el software producira inconsistencias como las descritas
anteriormente. Por ello, es necesario reconocer que el uso del razonamiento
intuitivo, tanto algebraico como grafico, esta relacionado con el nivel de
comprension de los conceptos implicados, de modo que los alumnos con
grandes lagunas conceptuales dificilmente podran utilizar este tipo de
razonamiento.

Se observo la creencia generalizada, que las propiedades de una figura,
en un niumero de dimensiones, se mantienen a medida que este nimero aumenta
o disminuye; asi, una figura de area infinita deberia generar un volumen infinito,
posiblemente debido a la ausencia de coordinacion entre registros; lo que
Gonzalez & Camacho (2002) Ilaman presencia del obstaculo de las
dimensiones homogéneas. También se evidencid una concepcion estatica del
proceso de limite como una simple operacion algebraica, identificada en las
dificultades para conceptualizar el calculo del 4rea de una figura de aspecto
infinito.

Entre los errores analizados, destaca la falta de sentido al interpretar
erroneamente los enunciados de un teorema o criterio y utilizarlo para resolver
una situacion no relacionada con el caso, lo que lleva a respuestas incorrectas.
Por ejemplo, pensando que una funcion que es simétrica respecto a un eje axial,
la evaltian en un subintervalo de integracion, y luego la multiplican por 2,
pensando que obtendran el valor de la integral total, como si el eje de simetria
fuera el eje Y del plano. Esto confirma una falta de coordinaciéon entre los
registros grafico y algebraico, asi como una mala comprension de la definicion
de la integral definida. El hecho de no tener claros los criterios y su uso refleja
falta de conexion con los significados atribuidos a la integral. Por ello,
consideramos que una correcta comprension del concepto de integral impropia
requiere que el alumno visualice el calculo de areas como un proceso dinamico,
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que le permita concebir la funcion integral y luego calcular su limite, y no s6lo
pensar en ella como un area que debe ser siempre positiva.

Dificultades encontradas en el desarrollo de la propuesta

En una de las situaciones®, fue necesario trabajar el 4rea entre curvas,
donde el alumno tuvo que plantear la integral definida y resolverla a partir de
la grafica proporcionada. En la resolucion algebraica, extrapolaron el
procedimiento utilizando una funcién a trozos en diferentes subintervalos,
mostrando asi un adecuado manejo de los procedimientos instrumentales. Sin
embargo, en esta situacion se observa un limitado desarrollo del pensamiento
conceptual, dado que los alumnos se ven impedidos de transitar por las
diferentes representaciones semioéticas, ya que les resulta dificil establecer una
conexion entre los resultados obtenidos con los registros algebraico y grafico,
siendo evidente la incapacidad de identificar coherentemente la informacion
que proporciona el problema y la falta de coordinacion coherente entre los
diferentes registros utilizados. Resuelven la tarea correctamente con la ayuda
del software, pero cometen errores sobre el papel; el hecho de que la funcion
sea continua a trozos parece influir notablemente en su razonamiento. Por lo
tanto, consideramos que: plantear este tipo de situaciones requiere de la
creatividad del profesor, ya que la evidencia muestra que no se encuentran
muchas de estas actividades en los libros de texto propuestos en la bibliografia
del curso.

Se evidencio falta de significado de herramientas fundamentales para
la comprension de conceptos tales como: uso de limites, nocién de
convergencia, definicion de integral definida, y algunos conocimientos
minimos de secuencias y series (criterios de convergencia), sin los cuales sera
dificil adquirir una comprension adecuada del concepto de integral impropia.
Este es un tema que queda abierto para futuras investigaciones. Ratifica lo
expuesto en Mateus-Nieves & Moreno (2021) sobre la necesidad de mas
proyectos de investigacion dirigidos a renovar las metodologias de ensefianza-
aprendizaje de las ciencias basicas para los estudiantes universitarios, tema
poco tratado.

® Construye un tanel de 2,3 km de largo por 15 m de ancho. La forma del tinel es un
arco cuya ecuacién es y = 25 cos (nmx/50). A continuacion, tienen que calcular el area
bajo el supuesto de que el tunel tiene una longitud infinita.
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