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RESUMEN

Contexto: Diversas investigaciones sefialan la importancia de desarrollar el
razonamiento algebraico desde los primeros niveles educativos y extenderse durante la
formacion académica. Objetivos: Evaluamos el razonamiento algebraico mostrado por
estudiantes de Educaciéon Secundaria Obligatoria en la resolucion de problemas que
implican patrones, funciones, ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Disefio:
Adoptamos un enfoque metodolégico que combina analisis cualitativo y cuantitativo.
Analizamos las resoluciones de estudiantes a cuatro problemas, uno por cada dimension
del algebra escolar previamente mencionada. Escenario y participantes: Participaron
235 estudiantes de los tres primeros cursos de secundaria (12-15 afios) procedentes de
centros publicos de las provincias de Almeria, Granada y Jaén (Espaiia). Recopilacion
y analisis de datos: Se realizo un analisis de contenido de las producciones de los
estudiantes y un tratamiento estadistico de los datos para examinar tendencias en el
desarrollo del razonamiento algebraico y el grado de correccion en funcion del curso.
Resultados: Los resultados mostraron que, aunque existieron diferencias de
rendimiento en funcién del problema tratado, los estudiantes tuvieron dificultades para
resolver con éxito las tareas, usando con mayor frecuencia estrategias de caracter pre-
algebraico. También se observo un incremento progresivo del razonamiento algebraico
empleado por el alumnado segun avanza el curso escolar, asi como una relacion positiva
entre el nivel de razonamiento algebraico y el grado de correccioén de las respuestas,
especialmente en problemas que implican funciones y ecuaciones de tipo algebraico.
Conclusiones: Nuestros hallazgos subrayan la importancia de disefiar tareas que
promuevan el uso explicito del razonamiento algebraico desde los primeros cursos.

Palabras clave: razonamiento algebraico; Educacion Secundaria Obligatoria;
patrones; funciones; ecuaciones.

Assessment of algebraic reasoning of students in secondary education
ABSTRACT

Background: Various investigations highlight the importance of developing
algebraic reasoning from the earliest educational levels and extending it throughout
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academic education. Objectives: We evaluated students’ algebraic reasoning in
compulsory secondary education as they solved problems involving patterns, functions,
equations, and systems of equations. Design: We adopted a methodological approach
that combines qualitative and quantitative analyses. We analysed students’ solutions to
four problems, one for each of the previously mentioned dimensions of school algebra.
Setting and participants: 235 students of the first three years of secondary education
(12-15 years) from public schools in the provinces of Almeria, Granada, and Jaén
(Spain) participated. Data collection and analysis: A content analysis of students’
productions and a statistical treatment of the data were conducted to examine trends in
the development of algebraic reasoning and the degree of correction across school
grades. Results: Although performance varied by problem, students had difficulty
solving the tasks, most often using pre-algebraic strategies. There was also a
progressive increase in students’ algebraic reasoning throughout the school year, along
with a positive relationship between the level of algebraic reasoning and the correctness
of answers, especially in problems involving algebraic functions and equations.
Conclusions: Our findings underscore the importance of designing tasks that promote
the explicit use of algebraic reasoning from the earliest grades.

Keywords: Algebraic Reasoning; Compulsory Secondary Education; Patterns;
Functions; Equations.

INTRODUCCION

La ensefnanza del algebra es un aspecto clave dentro de la educacion
matematica, ya que proporciona la base para contenidos matematicos de nivel
superior y es esencial en muchos campos STEM (Veith et al., 2023). Diversas
perspectivas tedricas recomiendan atender al razonamiento algebraico desde
los primeros niveles educativos, con la intencion de fortalecer la actividad
matematica escolar y facilitar el transito a las matematicas en educacion
secundaria (Godino et al., 2014; Kieran, 2022; Radford, 2018). Las recientes
propuestas curriculares se han hecho eco de esta inquietud (ACARA, 2014;
CCSSI, 2015; MEFP, 2022a). Asi, el razonamiento algebraico aparece recogido
en los curriculos de educacion primaria a través del reconocimiento de
relaciones de dependencia entre variables, la expresion de generalidades, la
modelizacion de diferentes fendmenos y la manipulacion de representaciones
simbolicas involucradas (ACARA, 2014; CCSSI, 2015; MEFP, 2022a). Esta
perspectiva multidimensional contintia definiendo el algebra en educacion
secundaria, de manera que, en el curriculo espafiol, el sentido algebraico
contempla el estudio de patrones y regularidades, la determinacion de la regla
de formacion en casos sencillos, el estudio y expresion simbolica de relaciones
lineales, la solucion de ecuaciones y sistemas lineales, el concepto de variable
y el estudio y comparacion de relaciones lineales mediante diferentes modos de
representacion (MEFP, 2022b).
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Aunque existen investigaciones centradas especificamente en los
niveles intermedios de educacion secundaria (Duran Salas, 2023; Paoletti et al.,
2021; Papadopoulos y Thoma, 2023; Pitta-Pantazi et al., 2020; Utami et al.
2023) en las ultimas décadas se observa un desplazamiento en la investigacion
hacia el algebra temprana (Ellis y Ozgiir, 2024). A pesar de la importancia de
caracterizar las diferentes dimensiones del pensamiento algebraico (Pitta-
Pantazi et al., 2020) y de reconocer de qué manera progresan los estudiantes de
educacion secundaria (Akkan, 2013; Chval et al. 2021; Ellis y Ozgiir, 2024;
Munoz et al., 2025; Paoletti et al., 2021; Pitta-Pantazi et al., 2020; Utami et al.,
2023; Zwanch, 2022), son limitados los estudios en el contexto espafiol, que
caractericen los conocimientos y dificultades de estudiantes de educacion
secundaria en la resolucion de tareas algebraicas (Ruano et al., 2008; Socas et
al., 2016).

Con este interés, nuestro objetivo es evaluar el razonamiento algebraico
mostrado por estudiantes de los tres primeros cursos de Educacion Secundaria
Obligatoria (ESO) en la resoluciéon de problemas que implican patrones,
funciones, ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Siguiendo el modelo propuesto
por Godino et al. (2014), ampliado recientemente por Burgos et al. (2024),
entendemos el caracter algebraico de las practicas matematicas de los
estudiantes en términos de la presencia de determinados objetos y procesos, a
saber: tipos de representaciones usadas, los diferentes grados de generalizacion
y razonamiento funcional y el célculo analitico involucrado. Este modelo
proporciona una serie de criterios que permiten identificar practicas puramente
aritméticas y distinguirlas de sucesivos niveles de algebrizacion. Los niveles de
razonamiento algebraico no describen perfiles cognitivos de los sujetos, esto es,
no son indicativos de estadios de desarrollo cognitivo ante una clase de tareas
matematicas. La aplicacion de los niveles de razonamiento algebraico a los
sistemas de practicas permite caracterizar y distinguir categorias de
razonamiento algebraico, tanto desde una perspectiva institucional como
personal del algebra que no se limita al contexto de aplicacion (Vergel et al.,
2023).

Planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

e ;Qué niveles de razonamiento algebraico movilizan los estudiantes de
los diferentes cursos de educacion secundaria al resolver los problemas?

e /Existe relacion entre el nivel de razonamiento algebraico y el grado
de correccidn al resolver los problemas?
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o Influye el tipo de problema (patrones, funciones, ecuaciones, sistema
de ecuaciones) en los niveles de razonamiento algebraico o el grado de
correccion logrados?

ANTECEDENTES

Son multiples las investigaciones que muestran la capacidad de los
estudiantes para pensar en términos algebraicos desde la educacion primaria
(Ayala-Altamirano y Molina, 2021; Blanton et al., 2015; Kieran, 2022; Kieran
y Martinez-Hernandez, 2022; Radford, 2018). Los estudiantes pueden razonar
de manera relacional, reconocer relaciones entre los términos de las expresiones,
y usar propiedades fundamentales de las operaciones para transformarlas
(Wilkie y Hopkins, 2024), reconocer relaciones funcionales y justificarlas
(Blanton et al., 2015; Brizuela y Earnest, 2008; Ayala-Altamirano y Molina,
2021; Moreno et al., 2016), y reconocer patrones y determinar la regla general
que permite construirlos (Hunter y Miller, 2022; Mulligan et al., 2020). Estas
investigaciones también destacan la importancia de la intervencion del docente
para desarrollar el algebra en edades tempranas. Sin embargo, “muchos intentos
de preparar mejor a los estudiantes para el dlgebra no han resultado en una
mejora en los niveles de logro académico” (Egodawatte, 2023, p. 30) y los
estudiantes de educacion secundaria e incluso bachillerato atn tienen
dificultades con conceptos y habilidades algebraicas (Egodawatte, 2023).

Para Pitta-Pantazi et al. (2020) el pensamiento algebraico de los
estudiantes de secundaria esta compuesto por cuatro dimensiones: pensamiento
funcional, aritmética generalizada, modelizacion y demostracion algebraica.
Los autores consideran que, aunque el pensamiento algebraico puede
incorporarse al curriculo de matematicas desde los primeros niveles, es
importante considerar qué tipos de pensamiento algebraico pueden
desarrollarse primero y cudles requieren una base previa. Asi, los resultados de
su investigacion ponen de manifiesto que los estudiantes de secundaria son
capaces, en primer lugar, de realizar tareas de pensamiento funcional, como
identificar patrones o encontrar relaciones funcionales. Después pueden
desarrollar habilidades vinculadas a la aritmética generalizada, como identificar
estructuras y generalidades de expresiones, tratar nimeros de forma algebraica
o trabajar con igualdades y desigualdades. Este desarrollo progresivo permite
avanzar en la construccion de modelos, como ecuaciones, para matematizar
situaciones concretas. Finalmente, estas habilidades constituyen la base para
que los estudiantes elaboren argumentos sin referencia a cantidades especificas,
mediante procesos matematicos como la generalizacion y el céalculo sintactico
(Pitta-Pantazi et al., 2020).
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Diferentes investigaciones previas se han centrado en caracterizar el
pensamiento algebraico de los estudiantes de secundaria en alguna de estas
dimensiones, especialmente en el contexto funcional (Ellis y Ozgiir, 2024). Por
ejemplo, Utami et al. (2023) analizaron el pensamiento funcional de estudiantes
de secundaria (13-14 afios) a través del uso de patrones. Observaron que la
mayoria de los estudiantes identificaron patrones utilizando un enfoque
recursivo, sin embargo, tuvieron dificultades para expresar la regla general de
manera simbolica. Como en trabajos previos (Wilkie, 2016), los estudiantes
que no tenian un pensamiento funcional en el nivel de correspondencia no
podian producir correctamente expresiones algebraicas de generalizaciones de
patrones. Ademas, estos estudiantes también mostraron mayores dificultades al
generar patrones en problemas verbales. Similarmente, Akkan (2013) observo,
en un estudio comparativo con estudiantes de primaria y secundaria (entre 10 y
15 afios), que la eficacia y variedad de estrategias a la hora de generalizar
patrones aumentaba a medida que el curso de los estudiantes se incrementaba,
si bien las estrategias recursivas seguian siendo dominantes.

Otras investigaciones han puesto el foco en analizar como estudiantes
de secundaria se enfrentan a tareas que involucran la modelizacion de
situaciones mediante ecuaciones e inecuaciones o la resolucion de estas. En una
investigacion con estudiantes de 12 y 13 afios, Chval et al. (2021) encontraron
que la mitad de los participantes cometian errores al resolver ecuaciones
lineales de primer grado, destacando como errores principales no aplicar bien
la jerarquia de las operaciones o dificultades al despejar. Van Amerom (2003)
observo que estudiantes de primaria y secundaria tenian problemas al modelizar
situaciones contextualizadas empleando simbolos literales para la formulacion
de las ecuaciones. En ese sentido, investigaciones como las de Johanning (2004)
0 Zwanch (2022) sefialan que los estudiantes de educacion secundaria tienden
a usar estrategias aritméticas de ensayo y error para resolver problemas
contextualizados que pueden ser modelizados mediante ecuaciones o sistemas
de ecuaciones. La mayoria de las investigaciones que examinan qué
significados atribuyen a las inecuaciones lineales estudiantes de educacion
secundaria o nivel universitario evidencian que estos aplican las mismas
técnicas algebraicas para resolver este tipo de inecuaciones que para resolver
ecuaciones (Mufloz et al., 2025; Paoletti et al., 2021). Los estudiantes ven el
signo “mayor que” o “menor que” como nexo entre dos expresiones algebraicas,
por lo que, incluso cuando resuelven correctamente la inecuacion, no
interpretan adecuadamente el resultado ni reflexionan sobre la coherencia de la
solucion con las condiciones del problema. En otros casos, no conciben la
solucion como un intervalo de valores, restringiéndose s6lo a un valor numérico
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como solucion (Paoletti et al., 2021). Para autores como Mufioz et al. (2025)
estas dificultades se explican, en gran medida, por un enfoque de la ensefianza
que prioriza el célculo sintactico sin considerar su articulacion con otros
registros de representacion, como puede ser el grafico.

MODELO DE NIVELES DE RAZONAMIENTO ALGEBRAICO
ELEMENTAL

Adoptando la perspectiva pragmatica del Enfoque Ontosemidtico
(Godino, 2024), se concibe el Razonamiento Algebraico Elemental (RAE)
como el sistema de practicas operativas y discursivas implicadas en la
resolucion de tareas abordables desde la educacion primaria en las que
intervienen objetos y procesos algebraicos (Godino et al., 2014). Se consideran
tipos de objetos algebraicos: a) relaciones binarias de equivalencia o de orden
y sus respectivas propiedades; b) operaciones y sus propiedades, realizadas
sobre los elementos de conjuntos diversos; ¢) funciones, sus operaciones y
propiedades; d) estructuras (semigrupo, grupo, etc.), sus tipos y propiedades.
Estos objetos emergen de las practicas por medio de procesos de generalizacion
(identificacion de objetos intensivos o generales, es decir, clases de objetos
extensivos o particulares), unitarizacion (el intensivo pasa a ser algo nuevo,
diferente de los elementos que lo constituyen, una entidad unitaria),
representacion (materializacion de la entidad unitaria) y cdlculo sintdctico.
Godino et al. (2014) proponen un modelo de RAE que permite caracterizar el
nivel de razonamiento algebraico puesto en juego en una actividad matematica.
Recientemente, Burgos et al. (2024) amplian el modelo de RAE de Godino et
al. (2014) considerando diferentes grados de sofisticacion en rasgos esenciales
del razonamiento algebraico:

e Generalizacion. La generalizacion como proceso implica: identificar
elementos comunes a todos los casos, extender el razonamiento por
encima del rango en el que se origind, obtener resultados mas amplios
que los casos particulares y proporcionar una expresion directa que
permita generar cualquier término (Radford, 2018). Estas
caracteristicas permiten diferenciar estratos de generalizacion: pre-
algebraica, cuando no hay deduccion ni tratamiento analitico, proto-
algebraica, cuando lo que se deduce, se expresa a través de instancias
particulares de la variable y se observan rasgos analiticos incipientes;
algebraica, cuando la regla general se usa de manera analitica para
deducir formas candnicas.

e  Razonamiento estructural. Una estructura algebraica como una entidad
sistémica determinada por: objetos matematicos, relaciones binarias
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Tabla 1

entre ellos, operaciones entre objetos, propiedades de las relaciones y
de las operaciones y correlaciones entre relaciones y operaciones. De
esta forma, el razonamiento estructural, entendido como razonar con y
sobre estas estructuras admite diferentes grados, segun la generalidad
de los objetos que intervienen y el caracter local o global del uso de
propiedades y relaciones.

Razonamiento funcional. El razonamiento funcional supone la
construccion, descripcion y razonamiento con funciones y sus
elementos (variable, dominio, imagen, regla de correspondencia).
Implica la expresion de relaciones entre cantidades que varian de forma
conjunta y el uso de tales expresiones para analizar el comportamiento
de una funcion. Burgos et al. (2024) establecen estratos de
razonamiento funcional en base a: 1) grado de intensién
(reconocimiento de la relacion como conjunto de instancias
particulares o como regla general) y caracter contextual o no de la regla,
2) tipo de relacién funcional (patrén recursivo, covariacion,
correspondencia), y 3) tratamiento analitico implicado en su posible
transformacion.

Analiticidad. El razonamiento analitico se concibe en términos del
caracter operatorio de objetos indeterminados a través de la aplicacion
de propiedades de las operaciones. Sustenta las transformaciones y
aspectos de equivalencia de ecuaciones, inecuaciones y su resolucion,
si bien no todas las ecuaciones requieren el mismo tratamiento. Las
ecuaciones del tipo Ax + B = C (ecuaciones aritméticas) pueden ser
resueltas mediante la inversion de las operaciones, mientras que
aquellas del tipo Ax + B = Cx + D (ecuaciones algebraicas) requieren
de un tratamiento de la incognita. Ademas, mientras que una ecuacion
puede resolverse tratando el simbolo literal como una incégnita, en una
inecuacion la letra desempefia el papel de una variable, lo que supone
un grado superior de complejidad analitica (Burgos et al., 2024).

Descripcion del modelo de niveles de RAE ampliado (Burgos et al., 2024)

Nivel Caracteristicas esenciales
Actividad pre-algebraica
0. e Generalizacion aritmética. Se detecta una relacion y se aplica de

manera local, sélo a algunos casos.
e Razonamiento recursivo particular. Se conceptualiza un patron
recursivo como secuencia de casos particulares, sin reconocer la
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0.1

regularidad que define el patron como una generalidad en forma
unitaria.

Operaciones aritméticas con intensivos de grado 1 (nimeros
naturales).

Generalizacion aritmética sofisticada. Se reconoce una mirada
estructural de las relaciones que permite utilizar la caracteristica
comun (la generalidad) para poder determinar cualquier término,
aunque no se expresa explicitamente la generalidad.
Razonamiento funcional particular. Se concretiza la relacion
funcional como un conjunto de relaciones particulares entre los
valores especificos correspondientes.

Razonamiento pseudo-estructural. Las relaciones numéricas
pretenden expresar generalidad y las expresiones con numeros se
analizan por su estructura, no unicamente para operar con ellas.

Actividad proto-algebraica primaria

1.1

1.1

Generalizacion factual. La generalidad queda determinada a
través del esquema operacional, la descripcion de procedimientos
0 acciones que se realizan potencialmente de manera reiterativa,
sin que lo indeterminado se incorpore al discurso

Razonamiento estructural incipiente con intensivos de grado 1.
Aparecen involucradas propiedades de operaciones y relaciones
con clases de numeros naturales, que se aplican de manera local,
sin que aparezca una correlacion entre ambas.

Razonamiento recursivo general. Se explicita un patron recursivo
como regla general entre valores sucesivos arbitrarios sin
referencia a casos particulares

Razonamiento estructural con intensivos de grado 1. Las
propiedades de operaciones y relaciones con clases de niimeros
naturales se aplican de manera general y pueden estar
correlacionadas.

Actividad proto-algebraica avanzada

2.1

Generalizacion contextual. Se deduce y expresa una regla
general, nombrandose lo indeterminado mediante términos
locativos y genéricos, aunque vinculados al contexto.
Razonamiento funcional incipiente. Se reconoce la relacion
general de forma cualitativa o a través de un conjunto de casos,
pero sin llegar a dar una expresion de la transformacion entre las
cantidades especificas.

Resolucion de ecuaciones del tipo Ax + B = C.
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211 e Generalizacion simbdlico-contextual. Se deduce y expresa la
regla general en lenguaje simbolico, pero permanece vinculada al
contexto, sin reconocer su forma canonica.

e  Razonamiento funcional parcial. Se identifica la relacion
funcional y se expresa la transformacion entre cantidades
especificas, sin articular dominio, imagen y regla de
correspondencia.

®  Resolucion de inecuaciones del tipo Ax + B < C.

Actividad algebraica

3.1 e Generalizacion simbdlica. La regla general se reconoce como
una nueva entidad unitaria emergente que se materializa
simbdlicamente y admite transformaciones en formas
equivalentes o canonicas de su representacion.

e  Razonamiento funcional completo. Se reconoce y hace explicita
de manera simbolica la relacion general de correspondencia
entres cantidades arbitrarias. Dominio, imagen y regla de
correspondencia quedan perfectamente determinados y es posible
transformar la regla para obtener expresiones equivalentes.

e Resolucion de ecuaciones del tipo Ax + B = Cx + D.

311 e Razonamiento funcional sistémico. La funcién interviene como
objeto, con sus propias propiedades y multiples representaciones.
Se reconocen y aplican de manera local las propiedades de
operaciones y relaciones de funciones.
e Resolucion de ecuaciones del tipo Ax + B < Cx + D.

La Tabla 1 recoge las principales caracteristicas de cada subnivel de
dicho modelo. El lector interesado, puede encontrar en Anexo ejemplos de
respuestas de estudiantes a uno de los problemas propuestos en la investigacion
y la asignacion de los niveles de RAE.

METODOLOGIA

Dado que la finalidad de la investigacion es evaluar el razonamiento
algebraico (conocimientos y niveles de RAE) que movilizan estudiantes de los
tres primeros cursos de ESO en la resolucion de diferentes problemas
algebraicos, adoptamos un enfoque metodoldgico que combina técnicas propias
del analisis cualitativo y del analisis cuantitativo (Leavy, 2022).

Participaron 235 estudiantes de ESO procedentes de centros publicos
de las provincias de Almeria, Granada y Jaén. Los centros y escolares fueron
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seleccionados segiin su disponibilidad e interés mostrado por tutores en
participar en la investigacion. Se procur6é ademas que hubiera estudiantado de
cada curso en cada uno de los centros de manera que participaron un total de 9
grupos diferentes de estudiantes: 91 estudiantes de 1° (12-13 afios), 47 de 2°
(13-14 anos), 97 de 3° (14-15 afios). La diferencia de tamafio de la muestra en
2° frente a 1° y 3° se debe tanto a que los grupos eran menos numerosos (18 en
uno y 23 en los otros dos) como a que en uno de ellos y por motivos ajenos a la
investigacion, solo se recogi6 los datos de seis estudiantes.

La recopilacion de los datos se llevo a cabo durante una sesion de 60
minutos, en las ultimas semanas del primer trimestre. La participacion fue
voluntaria y se garantizé en todo momento la confidencialidad y anonimato de
los datos recogidos. Se informo a los estudiantes de la importancia de su interés
en la resolucion y de que las respuestas no tendrian repercusion en sus
calificaciones. Cuando se tomaron los datos, los estudiantes de 1° no habian
recibido ninguna formacion sobre algebra. Los conocimientos previos de los
estudiantes de 2° se resumian a los adquiridos en 1° sobre expresiones
algebraicas y ecuaciones de primer grado. De igual forma, los conocimientos
de los estudiantes de 3° provenian de cursos previos: ecuaciones de primer y
segundo grado, concepto de funcidn, variable dependiente e independiente,
expresion algebraica y representacion de funciones (afines entre otras).

Instrumento de recogida de datos

Para la recogida de datos se elabord el conjunto de problemas incluido
en la Figura 1. El instrumento est4 disefiado para activar distintos aspectos del
RAE, atendiendo a los rasgos esenciales de generalizacion, razonamiento
funcional y analiticidad establecidos en el marco tedrico.
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Figura 1

Instrumento de recogida de datos

Problema 1. La cadena de margaritas

Julio hizo una cadena de margaritas con los bloques del patron:

& 18r {8E?

1 flor 2 flores 3 flores

a) ¢,Cuéantos hexagonos y cuadrados necesitara Julio para hacer una cadena de margaritas
con 7 flores? Explica tu respuesta.

b) ¢Cuantos hexagonos y cuadrados necesitara Julio para hacer una cadena de margaritas
con 20 flores? Explica tu respuesta.

c) Para cualguier nimero de margaritas que te den, jcomo calculas el ndmero fotal de
bloques que necesitara Julio para su cadena? Explica tu respuesta.

d) ¢Es posible hacer una cadena de margaritas que utilice exactamente 100 cuadrados?
Explica tu respuesta.

Problema 2. Taburetes y sillas

Hay seis asientos entre sillas y taburetes. Las sillas tienen cuatro patas y los taburetes tienen
tres. En fotal hay 20 patas. ;Cuantas sillas y cuantos taburetes hay? Explica tu respuesta.

Problema 3. El trato.

Juan tiene ahorrado algo de dinero (solo tiene euros, no céntimos). Su abuela quiere
recompensarle por ayudaria con el jardin. Le ofrece dos tratos:

(a) ftrato 1: “te doblo el dinero que tienes”; o

(b) ftrato 2: “te doy el triple de tu dinero y t me das 7 euros”.

¢ Qué frato deberia escoger? Justifica tu respuesta.
Problema 4. Camino al colegio

Andrés va a un colegio que esta a 480 m de su casa. En el camino se para a recoger a sus amigos
Victor y Elena. Primero se detiene a recoger a Victor. Después recorren 52 m. A continuacion,
recogen a Elena. El camino que les queda hasta el colegio desde ese punto supera en 20m al
triple de la distancia ya recomnda. ;Cual es la distancia entre la casa de Elena y el colegio?
Explica/muestra como has obtenido la distancia.

El problema 1, adaptado de Wilkie (2016), pretende evaluar el
pensamiento funcional por medio de patrones de crecimiento: a) y b) persiguen
extender el patron de crecimiento (generalizacion cercana y lejana,
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respectivamente), ¢) busca que los estudiantes deriven la regla general que
describe la relacion entre el nimero de hexagonos y cuadrados de la cadena de
flores y su posicion en la secuencia; d) profundiza en el andlisis del patrén por
medio de la relacion inversa. El Problema 2, tomado de Godino et al. (2014),
a priori, lleva a plantear un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas,
si bien es esperable soluciones de diferentes niveles de RAE al mismo. El
Problema 3, esta adaptado de Brizuela y Earnest (2008) y ha sido empleado
previamente en trabajos que investigan el pensamiento funcional en estudiantes
de educacion primaria (Moreno et al., 2016; Pinto y Canadas, 2021). En dicho
problema se deben comparar dos funciones (lineal y afin) que relacionan el
dinero que tiene Juan (variable independiente) con el dinero que recibe
(variable dependiente) segiin dos tratos distintos. Finalmente, el Problema 4
esta tomado del libro de texto de Matematicas de 5° de primaria de la Editorial
SM (Morales et al., 2018). El interés de este problema reside en que, aunque
cabe esperar una modelizacion mediante una ecuacion de naturaleza algebraica
(Ax + B = Cx + D), es posible que los estudiantes empleen estrategias proto-
algebraicas, especialmente un razonamiento estructural incipiente (Burgos et
al., 2024) sobre las relaciones dadas en el problema, asi como el uso de
diagramas.

Analisis

Dos de los investigadores realizaron de manera independiente el
analisis de contenido de la mitad de las producciones de los estudiantes,
identificando tipos de respuestas y de errores en cada uno de los problemas y
asignando grado de correccion y nivel de RAE a las practicas matematicas.
Después se compartieron y discutieron los resultados, acordando Ia
categorizacion y valoracion. En caso de falta de consenso (algo que solo se
produjo en la asignacion del nivel de RAE en algunas soluciones de los
estudiantes), se contaba con el apoyo de un investigador externo experto en la
tematica. Tras ello, se completo el analisis del resto de respuestas.

Para valorar el grado de correccion de las respuestas, se consideraron
las siguientes categorias, establecidas a priori: correcta, el resultado es correcto
y su justificacion es adecuada; parcialmente correcta, el resultado es correcto,
pero no lo justifica o lo hace de manera incompleta; incorrecta, en otro caso.

Por otro lado, los niveles de RAE se asignaron a las resoluciones
globales de cada estudiante a cada uno de los problemas, considerando el nivel
mas alto activado en su respuesta, de acuerdo con los establecidos en el modelo
ampliado de RAE (Burgos et al., 2024). Estos niveles se asignaron a aquellas
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soluciones en las que aparecia explicita una estrategia que permitia valorar el
caracter algebraico de la practica matematica desarrollada.

Tras la codificacion de las respuestas a partir del andlisis cualitativo, se
llevo a cabo el tratamiento estadistico de los datos con el fin de examinar
posibles tendencias en el desarrollo del razonamiento algebraico y el grado de
correccion en funcidn del curso escolar, asi como la posible relacidon existente
entre dichas variables. Para ello, se asignaron valores a las categorias de
correccion: 0 no contesta, 1 incorrecta, 2 parcialmente correcta, 3 correcta; asi
como a los niveles de razonamiento algebraico: 0 sin respuesta (SR), 1 no
codificable en ningun nivel (NoAp), y a partir del valor 2 se codificaron los
distintos niveles de razonamiento algebraico (de 0.I a 3.II), segun el modelo
tedrico asumido (Tabla 1). Esta codificacion refleja la naturaleza jerarquica del
modelo y permite su tratamiento como variable ordinal en los andlisis
estadisticos, en linea con investigaciones de enfoque mixto que combinan
codificacion cualitativa y analisis cuantitativo (e.g., Leavy, 2022).

En el andlisis, se emplearon pruebas no paramétricas con finalidades
distintas y complementarias. Por un lado, la aplicacion de la prueba de
Jonckheere-Terpstra (J-T) persigue comprobar si existe una tendencia creciente
sistematica del nivel de RAE o el grado de correccion segun el curso escolar.
Por otro lado, la relacion entre el nivel de RAE y el grado de correccion se
analizdo mediante el coeficiente de correlacion ordinal Tau-b de Kendall, que
permiten determinar la intensidad de la asociacion teniendo en cuenta la escala
ordinal de los datos y la presencia de empates.

RESULTADOS
Grado de correccion en las respuestas del estudiantado

La Tabla 2 ofrece una vision general del éxito alcanzado por los
estudiantes en la resolucion de los problemas.

Tabla 2

Distribucion de respuestas segun grado de correccion y curso

Curso Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta  Total
correcta

1° ESO 142 (22,29%) 50 (7,85%)  307(48,19%) 138 (21,66%) 637

2° ESO 76 (23,10%) 21(6,38%) 105 (31,91%) 127 (38,60%) 329

3°ESO 243 (35,79%)  55(8,10%) 295 (43,45%) 86 (12,67%) 679

Total 461 126 707 351 1645

Nota: Porcentaje sobre el total de respuestas por curso.
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Sélo un 28,02% de las respuestas analizadas fueron correctas. El mayor
porcentaje de respuestas erroneas se encontrd en 1° ESO, aunque 2° ESO cont6
con la tasa de respuestas en blanco mas elevada. En 3° ESO se aprecia una
mayor proporcion de respuestas correctas y una disminucion considerable de
los problemas sin contestar. Sin embargo, esta mayor disposicion para
enfrentarse a los problemas no garantiz6 su éxito, situdndose el porcentaje de
respuestas incorrectas en el 43,45%.

Tabla 3

Distribucion (en porcentaje) del grado de correccion segun problema y curso

1°ESO (n=91)

2°ESO (n=47)

3° ESO (n=97)

Total (n=235)

Pla C 28,6 38,3 45,4 37,4
PC 2,2 0,0 2,1 1,7
I 59,3 36,2 52,6 51,9
SR 9,9 25,5 0,0 8,9
Plb C 22,0 27,7 37,1 29.4
PC 2,2 0,0 0,0 0,9
I 60,4 40,4 57,7 55,3
SR 15,4 31,9 52 14,5
Plc C 7,7 12,8 24,7 15,7
PC 33 2,1 72 4,7
I 62,6 29,8 49,5 50,6
SR 26,4 553 18,6 28,9
Pld C 12,1 14,9 26,8 18,7
PC 29,7 12,8 28,9 26,0
I 22,0 27,7 30,9 26,8
SR 36,3 44,7 13,4 28,5
P2 C 63,7 55,3 72,2 65,5
PC 22 6,4 2,1 3,0
I 30,8 12,8 15,5 20,9
SR 33 25,5 10,3 10,6
P3 C 20,9 10,6 30,9 23,0
PC 15,4 14,9 14,4 14,9
I 56,0 40,4 49,5 50,2
SR 7,7 34,0 52 11,9
P4 C 1,1 2,1 13,4 6,4
PC 0,0 8,5 2,1 2,6
I 46,2 36,2 48,5 45,1
SR 52,7 532 36,1 46,0

Nota: C, respuestas correctas; PC, respuestas parcialmente correctas; I, respuestas

incorrectas; SR, sin respuesta.
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La informacion recogida en la Tabla 3 muestra cierta relacion entre el
curso y el grado de correccion logrado, aunque no lineal ni de la misma forma
en todos los problemas. De manera especifica, aunque globalmente méas de la
mitad de los estudiantes respondieron de manera incorrecta a los tres primeros
apartados del Problema 1 (Pla generalizacién cercana, P1b generalizacion
lejana, P1lc obtencion de la regla general), los resultados fueron mejores en
2°ESO que en 1°ESO y 3°ESO. En la mayoria de los casos, los estudiantes
consideraron que, para obtener el nimero de cuadrados necesarios para un
determinado niimero de flores, debia multiplicarse dicho nimero por seis, sin
identificar los cuadrados compartidos en el patron. En el ultimo apartado (P1d)
disminuy6 el porcentaje de respuestas incorrectas a favor de las parcialmente
correctas. En este caso, se basaron en que segun el apartado b, eran necesarios
101 cuadrados para las 20 flores, por lo que no seria posible una cadena con
100 cuadrados.

El Problema 2 (taburetes y sillas) tuvo la mayor tasa de respuestas
correctas, tanto de manera global (65,5%) como en cada curso, y la menor de
incorrectas (tanto globalmente como en 2° y 3°). El porcentaje de respuestas en
blanco en este problema también fue de los mas bajos. En las respuestas
erroneas, y de forma similar en los distintos cursos, fue frecuente que los
estudiantes determinaran el niimero de sillas y taburetes que ajustaban a 20
patas sin tener en cuenta el total de asientos, o bien que dividieran 20 entre 4 y
entre 3, para asumir que los cocientes daban los numeros de sillas y taburetes,
respectivamente. A diferencia de los resultados en el Problema 1, en este caso,
el curso con menor porcentaje de respuestas correctas fue 2° ESO, que también
tuvo el menor porcentaje de respuestas incorrectas, y mayor sin responder (algo
que se reiter6 en varios de los items analizados).

Similarmente, la mitad de los estudiantes respondieron de manera
incorrecta al Problema 3 (el trato), siendo menor el porcentaje de respuestas
incorrectas (aunque mayor el de sin responder) en 2° curso que en los otros dos.
Los estudiantes se inclinaron por uno de los tratos (usualmente el trato 1) en
base a uno o varios valores particulares de la variable independiente, sin
reconocer la dependencia de la cantidad recibida con cada trato respecto de la
cantidad de dinero inicial ni describir dicha relacion funcional.

Los resultados obtenidos en el Problema 4 (camino al colegio) fueron
especialmente alarmantes, pues un 91,1% de los estudiantes no respondieron o
lo hicieron de manera incorrecta. Los estudiantes mostraron dificultades para
interpretar las relaciones entre las distancias establecidas en el problema y
reconocer la incognita. Por ejemplo, consideraron que 480 metros era la
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distancia entre la casa de Andrés y Victor, interpretaron de manera incorrecta
"supera en 20m" o bien consideraron que la distancia que se triplica era la de
52m.

Nivel de razonamiento algebraico involucrado en las resoluciones

La Tabla 4 muestra la frecuencia de practicas del estudiantado con un
determinado nivel de RAE segun el curso.

Tabla 4
Distribucion de respuestas segun grado de correccion y curso

Niveles de RAE
0.1 0.11 1.1 1.11 2.1 2.11 3.1 NoAp**

I°ESO 300 47% 11% 10% 1% 16% 5% 0% 10%

2°ESO 122 39% 14% 9% 7% 1% 6% 0% 15%

3°ESO 339 35% 5% 12% 4% 17% 11% 10% 5%

Total 761 41% 9% 11% 3% 16% 8% 4% 9%
Nota: *Numero de estudiantes por curso que han respondido a algun apartado del
problema 1, 2, 3 0 4. **Respuestas sin RAE asignado por no incluir estrategia explicita.

Curso n*

Se aprecia que la mitad de las practicas matematicas de los estudiantes
tuvieron caracter pre-algebraico (niveles 0.1 y 0.11), siendo menor su presencia
en tercero que en los cursos previos. Las practicas de naturaleza proto-
algebraica primaria (niveles 1.1 y 1.II) son inferiores en todos los cursos a las
proto-algebraica avanzadas (niveles 2.1 y 2.11) y fueron minimas las practicas
algebraicas (5% del total), solo registradas en 3°ESO (10% de las practicas en
este curso).

Como muestra la Figura 2 un porcentaje considerable de las practicas
desarrolladas por los estudiantes para responder al Problema 1 correspondieron
a niveles proto-algebraicos (59% en 1° ESO, 46% en 2° ESO, 74% en 3° ESO)
siendo superior en los tres cursos las de nivel avanzado (2.1 y 2.II). En las
practicas de nivel 1.1, los estudiantes llegaron a generalizar el esquema
operacional que permite determinar el nimero de cuadrados necesarios para
una flor dada, ligado siempre al valor numérico particular (generalizacion
factual, segtin Tabla 1). En las practicas de nivel 2.1, obtuvieron la regla general
(correcta o incorrecta) que permite determinar el niimero de cuadrados,
expresada en términos genéricos pero vinculada al contexto (generalizacion
contextual). En las practicas de nivel 2.11, el alumnado dedujo la regla general
en lenguaje simbolico conservando la dimension espacio-contextual y sin
operar con el simbolo literal para obtener formas canonicas de la regla
(generalizacion simbolico-contextual).
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Figura 2
Niveles de RAE en el Problema 1
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Las soluciones propuestas al Problema 2 correspondieron
esencialmente al nivel 0.1 (73% del total), con valores similares en todos los
cursos (Figura 3). En general, los estudiantes resolvieron el problema mediante
estrategias de ensayo-error, operando con los numeros sin evidenciar
tratamiento estructural o uso de relaciones o propiedades entre estos (algo
observado en las escasas respuestas de niveles proto-algebraicos incipientes).
Soélo en el tercer curso, algunos estudiantes plantearon y resolvieron el sistema
de ecuaciones asociado (nivel 3.1).

Figura 3
Niveles de RAE en el Problema 2
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En el caso del Problema 3 (Figura 4), se observo mayor diversidad de
niveles de RAE en las practicas, asi como un descenso progresivo en la
frecuencia de practicas pre-algebraicas y un aumento de las proto-algebraicas,
especialmente las de nivel 2.1, a medida que se avanza en los cursos.

Figura 4
Niveles de RAE en el Problema 3
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En las précticas de nivel 0.11 (21% del total) los estudiantes se fijaban
en valores particulares de las variables para decidir el mejor trato mostrando un
razonamiento funcional particular (ver Tabla 1). En aquellas de nivel 2.1 (29%
del total), se observo un razonamiento funcional incipiente (Tabla 1), esto es,
los estudiantes reconocieron la dependencia entre las variables dinero que tiene
Juan y dinero que recibe, determinando a partir de qué valor es mejor el trato 2,
si bien no describieron las relaciones funcionales explicitamente (algo que solo
se observo en las escasas practicas de nivel 3.1 o 3.1I, en 3°ESO).

Finalmente, la Figura 5 muestra que la mayoria de las practicas
desarrolladas por los estudiantes para resolver el Problema 4 correspondieron a
un nivel pre-algebraico (59% del total), si bien su frecuencia disminuye
conforme aumenta el curso (86% 1° ESO, 48% 2° ESO, 45% 3° ESO). En estas
practicas, los estudiantes operaron con cantidades numéricas para llegar a
resultados siempre incorrectos al no interpretar adecuadamente las distancias y
sus relaciones. En las practicas de nivel 1.1, recurrieron a la conversion entre el
lenguaje natural y el diagramatico en un intento por modelizar la situacion que
tampoco les permitio llegar a la solucion correcta. En aquellas practicas de nivel
L.IL, los estudiantes se apoyaron en el registro diagramatico para plantear
simbolicamente una expresion algebraica incompleta (donde se reconoce la
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incdgnita) o una ecuacion que no llegaron a resolver. Las practicas de nivel
proto-algebraico avanzado correspondieron a estudiantes de 3° ESO, quienes
plantearon y resolvieron una ecuacion del tipo Ax+B=C incorrecta, y solo
aquellos que plantearon y resolvieron una ecuacion del tipo Ax+B=Cx+D
pertinente alcanzaron el nivel 3.1.

Figura §
Niveles de RAE en el Problema 4
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A modo de sintesis, la Figura 6 recoge la frecuencia de practicas de
cada nivel de RAE en cada problema, poniendo de manifiesto la evidente
concentracion en los niveles pre-algebraicos, asi como cierta presencia de
practicas de nivel proto-algebraico avanzado en los problemas vinculados al
razonamiento funcional (Problema 1 y Problema 3).

Figura 6
Concentracion de niveles de RAE segun problema
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Analisis de la relacion entre grado de correccion y curso escolar

Para valorar el avance del grado de correccion en las resoluciones (de
manera general y en cada problema concreto) con relacion al curso educativo,
se aplico el test de tendencia de Jonckheer-Terpstra. La media global del grado
de correccion sobre todas las tareas por estudiante fue de 1,42 (DE = 0,67), lo
que refleja un desempefio predominantemente bajo, aunque con variabilidad
entre sujetos.

Tabla 5

Prueba de Jonckheere-Terpstra considerando la media del grado de correccion

Media Grado de Correccion

Numero de niveles en Curso 3

N 235
Estadistico J-T observado 11011,00
Estadistico J-T de media 8831,50
Desv. estandar de estadistica J-T 557,47
Desv. Estadistica J-T 3,91

Sig. asin. (bilateral) <0,001

a. Variable de agrupacion: Curso
La prueba de Jonckheere-Terpstra refleja una significacion bilateral (p-
valor<0,001 en la Tabla 5). Este resultado indica la existencia de una tendencia
creciente estadisticamente significativa en el grado de correccion conforme se
avanza de curso.

Por otro lado, los resultados de la aplicacion de dicha prueba en cada
uno de los problemas (Tabla 6) indican que existidé una tendencia creciente
estadisticamente significativa (p-valor = 0,028 < 0,05) tnicamente en el
Problema 4 (ecuaciones).

Tabla 6

Resultados del test de tendencia de Jonckheere-Terpstra segun problema

Pla __ PIb_ Plc _Pld P2 P3 P4
Namero de 5 3 3 3 3 3 3
niveles en Curso

N 235 235 235 235 235 235 235
Estadistico  J-T o105 50 9406,50 9322.50 9602.00 8175.50 903500 9654.50
observado

Ezg?f“"o I-Tde ¢561.50 8561.50 8561.50 8561.50 8561.50 8561.50 8561.50
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Desv. estandar de
estadistica J-T
Desv. estadistica
J-T

Sig. asin.
(bilateral)

497,25 495,87 507,95 534,88 465,89 512,26 498,49
1,86 1,70 1,50 1,95 -0,83 0,92 2,19

0,063 0,088 0,134 0,052 0,407 0355 0,028

a. Variable de agrupacion: Curso

Este hallazgo sugiere que el alumnado de cursos superiores tuvo un
mejor desempefio en el Problema 4, si bien fue el problema que resulté mas
complejo. En los apartados Pla y P1d (patrones), se detectaron tendencias
marginalmente significativas (p-valor 0,063 y 0,052, respectivamente), que
podrian estar indicando una evolucion incipiente en la capacidad para
identificar y analizar regularidades. Sin embargo, para P1c no se evidencié un
avance significativo en el rendimiento en funcién del curso escolar; aunque
hubo una ligera tendencia de mejora, no fue lo suficientemente clara para
considerarla una progresion firme (p-valor=0,134). Finalmente, los problemas
P2 (sistema de ecuaciones) y P3 (funciones) no mostraron diferencias
significativas en funcion del curso (p-valor=0,407 en P2, p-valor=0,355 en P3).

Analisis de la relacion entre nivel de RAE y curso escolar

En primer lugar, se calcul6 el nivel RAE medio por estudiante, a partir
del promedio ponderado de los niveles de razonamiento activados en el
conjunto de tareas. Los resultados del test de Jonckheere-Terpstra, confirmaron
una tendencia creciente significativa en el nivel RAE medio por estudiante (J-
T = 11,705 con p-valor < 0,001), lo que respalda la hipotesis de un incremento
gradual del razonamiento algebraico puesto en juego en las practicas en funcidén
del curso.

A continuacién, para evaluar la existencia de una asociacion ordinal
entre el nivel de RAE empleado en cada problema y el curso escolar, se aplico
el coeficiente Tau-b de Kendall. En todos los casos, los resultados revelaron
una correlacion positiva y estadisticamente significativa, lo que indica que
cuando aumenta el curso tiende a aumentar el nivel de RAE implicado en la
resolucion de los problemas. Esta asociacion fue mas débil en el Problema 2
(Tau-b=0,119; p-valor =0,028), moderada en el Problema 1 (Tau-b= 0,150, p-
valor < 0,001) y Problema 3 (Tau-b= 0,162, p-valor < 0,001), mientras que el
Problema 4 mostr6 la asociacion mas fuerte (Tau-b= 0,247, p-valor < 0,001),
siendo este ultimo el que mostro la asociacion mas fuerte.
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Analisis de la relacion entre nivel de RAE y grado de correcciéon

La Tabla 7 muestra los coeficientes Tau-b de Kendall entre el nivel de
RAE y el grado de correccion de la respuesta para cada uno de los problemas
desglosados por curso (1°, 2° y 3° ESO).

Tabla 7

Correlacion entre niveles RAE y grado de correccion por problema y curso
(Tau-b de Kendall)

Curso P1 P2 P3 P4

1°ESO 0,490™ 0,077 0,761* 0,947*
2° ESO 0,673 0,485™ 0,904 0,833™
3°ESO 0,446 0,290 0,573" 0,841

Nota: ““La correlacion es significativa en el nivel 0,01 (bilateral). “*p-valor asociado de
0,443.

El andlisis mostrd6 una asociacion positiva y significativa en
practicamente todos los casos. Concretamente, los resultados fueron
especialmente consistentes en los Problemas 3 y 4, donde las correlaciones
fueron elevadas en todos los cursos, indicando que en estas tareas existié una
correspondencia clara entre el nivel de RAE empleado y el grado de correccion
alcanzado. En el caso del Problema 1, la asociacion fue moderada en todos los
cursos y de un orden de magnitud similar. En cambio, en el Problema 2, la
relacion fue mas débil, particularmente en 1° de ESO, donde no se alcanzo
significacion estadistica, lo que apunta a que esta tarea fue resuelta
correctamente mediante estrategias pre-algebraicas.

REFLEXION FINAL

En este trabajo se pretendia evaluar el razonamiento algebraico
empleado por estudiantes de los tres primeros cursos de educacion secundaria
al resolver problemas en diferentes aspectos del algebra escolar: patrones,
funciones, ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Nos interesaba, no solo
caracterizar el nivel de RAE emergente en las practicas del estudiantado, sino
explorar la relacion entre el nivel de RAE, el grado de correccion alcanzado y
el curso escolar, valorando la influencia del tipo de problema.

El modelo de RAE adoptado (Burgos et al., 2024) atiende al grado de
generalizacion, razonamiento funcional, razonamiento estructural y
analiticidad de las practicas matematicas, con independencia de la dificultad de
la tarea que las motiva. Sin embargo, es innegable que, si una tarea es mas
compleja, entendida esta complejidad en términos de los objetos y procesos que
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implica resolverla, una soluciéon mas eficiente puede conducir a practicas de
mayor nivel de RAE.

En términos generales, se observo un bajo rendimiento en la resolucion
de los problemas propuestos, resultado coherente con investigaciones previas
que ponen de manifiesto las dificultades del alumnado en el &mbito del algebra
(Akkan, 2013; Hewitt, 2012). Aunque también se constato el aumento del grado
de correccion de las respuestas con el curso escolar, este aumento no fue
homogéneo para todos los problemas, detectandose soélo una tendencia
significativa del grado de correccion con el curso en el Problema 4. En el resto
de los problemas las diferencias entre cursos no alcanzan significacion
estadistica, lo que sugiere que algunos problemas no se benefician claramente
del avance escolar en términos de correccion.

Aunque mas de la mitad de las practicas identificadas fueron de
caracter aritmético, los resultados evidencian una evolucion significativa del
nivel de RAE empleado en las practicas a lo largo de los cursos, tanto en el
valor medio de los niveles activados como en la distribucion de frecuencias de
los distintos niveles implicados. Por otro lado, a pesar de que el analisis mostro
una asociacion positiva y mayoritariamente significativa entre el nivel de RAE
implicado en las practicas y el grado de correccion alcanzado, la fuerza de esta
asociacion varia segun el tipo de problema y el curso. Asi, las correlaciones
altas o muy altas en todos los cursos en el Problema 3 (funciones) y Problema
4 (ecuaciones) indican que el éxito en la resolucion de estos problemas esta
fuertemente vinculado al uso de un mayor nivel de RAE, mientras que en el
Problema 1 (patrones), las correlaciones moderadas y estables en los tres cursos
sugieren que un mayor RAE favorece la correccion, pero no es estrictamente
necesario para obtener respuestas correctas. En general, la fuerza de la
asociacion entre RAE y correccion tiende a aumentar con el curso.

De manera especifica, en el Problema 1, los estudiantes tuvieron
dificultades para detectar la regularidad, por lo que no lograron determinar la
regla de correspondencia general; la ausencia de generalizacion supuso una
actividad prioritariamente pre-algebraica en los tres cursos. Ademas, incluso
cuando dieron una regla general para el patron, poniendo en juego una actividad
proto-algebraica avanzada (niveles 2.1, 2.11) esta no siempre fue correcta. No se
observd, ademas, una mejora significativa del rendimiento con el curso
académico. Este resultado es similar a los encontrados en investigaciones como
las de Akkan (2013) o Utami et al. (2023) y empeoran ligeramente los obtenidos
por Wilkie (2016).
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En el Problema 3, los estudiantes solo reconocieron las relaciones
funcionales a través de la correspondencia entre valores particulares de las
variables (razonamiento funcional pre-algebraico), sin llegar a concebir las
funciones de manera general y compararlas. la correlacion entre el grado de
correccion y el nivel de RAE empleado fue fuerte en los dos primeros cursos y
moderada en tercero. Asi, la mayoria de los estudiantes se decantd por uno de
los tratos, sin notar la dependencia de las variables, hecho observado por
Brizuela y Earnest (2008) al proponer este problema a estudiantes de primaria.
En este caso no se encontrd una diferencia relevante de rendimiento entre los
diferentes cursos.

La mejor tasa de respuestas correctas tanto globalmente como en cada
curso se observo en el Problema 2, en el que predominaron resoluciones de
caracter aritmético, resultado que concuerda con investigaciones previas
(Johanning, 2004; Zwanch, 2022). En este caso, no se encontrd una asociacion
relevante entre el nivel de RAE y el curso escolar ni entre el nivel de RAE y el
grado de correccion. Esto muestra que los estudiantes pueden aproximarse a la
resolucion de sistemas de ecuaciones de forma pre-algebraica, basandose en las
propiedades aritméticas para establecer relaciones entre las cantidades
desconocidas. Por el contrario, el Problema 4, que involucraba la modelizacion
de una situacion mediante ecuaciones, fue el que caus6 mayor dificultad, con
un porcentaje muy elevado de respuestas incorrectas o en blanco. En este caso,
fue evidente la elevada correlacion entre el grado de éxito y el nivel de RAE
con el curso académico, encontrandose en 3° ESO resoluciones correctas de
caracter algebraico, y en 1°y 2° ESO resoluciones incorrectas, en su mayoria
de naturaleza aritmética. Una diferencia clave entre ambos problemas radica en
su formulacién: mientras que el enunciado del Problema 2 es sencillo y se
identifican con claridad los valores desconocidos y las operaciones aritméticas
implicadas, la formulacion del Problema 4 es compleja, dificultando el
reconocimiento de las relaciones entre las cantidades desconocidas.

Somos conscientes de que los resultados obtenidos dependen de los
tipos de problemas empleados en la investigacion y de que es necesario ampliar
el instrumento con nuevos problemas que correspondan a otros enfoques del
algebra en secundaria (aritmética generalizada, pensamiento estructural o
demostracion) y otros contextos de aplicacion (geométrico, probabilistico). En
todo caso, los resultados obtenidos con relacion al razonamiento algebraico del
grupo de estudiantes de educacion secundaria merecen cierta reflexion.

El reconocimiento de regularidades y patrones, asi como la
identificacién y la expresion de relaciones entre variables son aspectos
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esenciales en el desarrollo del sentido algebraico en los escolares (MEFP,
2022a,2022b). Sin embargo, los resultados obtenidos en los Problemas 1 y 3
muestran la falta de familiaridad de los estudiantes con los patrones, y sugieren
la necesidad de reforzar su comprension conceptual de las funciones y sus
componentes. Especificamente, prestar atencion a las nociones de covariacion
y correspondencia, y el uso de representaciones multiples (diagramatica,
tabular, grafica) podria facilitar la transicion desde razonamientos de tipo
particular hasta niveles mas sofisticados de razonamiento funcional que
aparecen implicados en la resolucion de este tipo de problemas.

Por otro lado, la interpretacion y modelizacion de situaciones
matematicas o de la vida cotidiana real con expresiones simbdlicas son
caracteristicas fundamentales del sentido algebraico (MEFP, 2022b). Esta
practica, en educacion secundaria, conduce con frecuencia al planteamiento y
resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales. Los resultados
obtenidos en el Problema 2 y Problema 4, nos llevan a reconocer la posibilidad
de estrategias como la estimacion, el ensayo y error, como primeras
aproximaciones, pero también a la necesidad de reforzar el uso flexible de
representaciones proto-algebraicas, como pueden ser las diagramaticas (usadas
por algunos estudiantes de nuestro estudio), tabulares o graficas, puede ayudar
a los estudiantes a plantear y resolver ecuaciones, en la que los simbolos
refieren al mundo real y las operaciones entre estos adquieran sentido.
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ANEXO

Se muestran practicas matematicas de distintos niveles de RAE a través
de las respuestas de estudiantes al Problema 1 La cadena de margaritas.

e Respuesta de nivel 0.1 de RAE.
Figura 7
Resolucion de E1.1 (1° ESO) Problema 1 (a). Nivel 0.1 de RAE
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Para resolver el apartado (a) del Problema 1, E1.1. detecta un patron
recursivo que aplica en casos particulares, no explicitandolo la generalidad de
forma unitaria (razonamiento recursivo particular).

e Respuesta de nivel 0.11 de RAE.
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Figura 8
Resolucion de E1.2 (1°ESO) Problema 1 (b). Nivel 0.1 de RAE
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Al resolver el apartado (c), E1.2. hace uso de un ejemplo por su
estructura para explicar la regla general detectada, sin hacer explicita la
generalidad (generalizacion aritmética-sofisticada). Esta relacion se concretiza
en los apartados previos para cadenas de 7 y 20 flores (razonamiento funcional
particular).

Respuesta de nivel 1.1 de RAE.

Figura 9

Resolucion de E1.3. (1°ESO) del Problema 1(c). Nivel 1.1 de RAE
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En el apartado (c) E1.3 describe el esquema operacional que le permite
determinar el nimero de cuadrados a partir del nimero de flores que tiene la
cadena. Inicialmente, el estudiante indica que el nimero de cuadrados “depende
del niimero que nos den”, y lo ejemplifica para el caso de una cadena de 21
flores (en apartados anteriores ya lo habia hecho para cadenas de 7 y 20 flores),
lo que supone una generalizacion factual de la regla de formacioén del patron.
Ademas, el estudiante se basa en propiedades de operaciones con nimeros
naturales de manera local (“siempre que sumas 5 va a salir un nimero acabado
en 0 o 57”) para responder al apartado (d), lo que implica un razonamiento
estructural incipiente con intensivos de grado 1

e Respuesta de nivel 1.1I de RAE.
Figura 10

Resolucion de E3.1. (3° ESO) de los apartados (a) y (b) del Problema 1. Nivel
1.1l de RAE
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E3.1. detecta y explicita un patron recursivo que le permite generar
siguiente término de la serie conocido el valor anterior (“cada vez que se suma
una flore se suman 1 hexagono y +5 cuadrados”).

e Respuesta de nivel 2.1 de RAE.
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Figura 11
Resolucion de E1.4 (1°ESO) del Problema 1. Nivel 2.1 de RAE
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E1.4 expresa en (c) la regla general de formacion del patron de forma
cualitativa nombrando lo indeterminado mediante términos genéricos (‘“el
nimero que te pida”) pero sin llegar a dar una expresion de la transformacion
con cantidades concretas (“cuantos pétalos tiene una flor”). Se trata por tanto
de una generalizacion contextual de la regla de formacion, que involucra un
razonamiento funcional incipiente.

e Respuesta de nivel 2.11 de RAE
Figura 12
Resolucion de E3.2 (3° ESO) al Problemal (c). Nivel 2.1 de RAE
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E3.2 describe la regla general de formacion del patron empleando
términos genéricos para nombrar lo indeterminado (“el nimero que me den”)
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y cantidades concretas para la transformacion (“multiplico por 57, “sumo 17),
pero sin articularlo con la imagen (nimero de cuadrados). Se trata, por tanto,
de un razonamiento funcional parcial.

e Respuesta de nivel 3.1 de RAE.
Figura 13
Resolucion de E3.3. (3° ESO) del Problema 1. Nivel 3.1 de RAE
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E3.3 infiere y describe la regla de transformacidon que relaciona el
numero de flores de la cadena y el nlimero de cuadrados (hexagonos) necesario
para construirla, expresandola en notacion simbolico-literal. Se trata por tanto
de un razonamiento funcional completo.
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  A x + B = C


  A x + B = C x + D


  A x + B = C


  A x + B < C


  A x + B = C x + D


  A x + B < C x + D


  A x + B = C x + D

