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RESUMEN

En el marco de un proyecto de investigacion analizamos como se caracteriza el estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales en dos libros de algebra lineal utilizados en carreras de ingenieria
de universidades argentinas. El analisis toma elementos teoéricos de la Teoria Antropologica de
lo Didactico (TAD) de Chevallard y Bosch; la nocion de cuadro de Douady y los niveles de
conocimiento que se esperan de los alumnos, de acuerdo con Robert. Los resultados indican que
en ambos libros los autores consideran como conocimientos disponibles muchas nociones que se
suponen ya han sido trabajadas en la escuela secundaria y que resultan indispensables para hacer
inteligible el discurso tecnologico — tedrico utilizado.
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The implicit of the theoretical technological discourse of two books
of Linear Algebra

ABSTRACT

As part of a research project we have analyze the study of systems of linear equations in two
linear algebra books used in engineering courses at Argentinean universities. The analysis uses
theoretical elements from the Anthropological Theory of Didactics (ATD) by Chevallard and Bosch,
the notion of Douady’s frame and levels of knowledge expected from the students, according to
Robert. The results indicate that in both books the authors consider as available knowledge many
notions that should have already been worked in secondary school and are essential to make the
technological-theoretical discourse used intelligible.
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INTRODUCCION

Este trabajo se enmarca en una investigacion en curso referida al estudio de las
praxeologias en torno a las matrices, funcion determinante y sistema de ecuaciones
lineales propuestas para el Ciclo Basico de las carreras de Ingenieria. En los ultimos
aflos numerosas investigaciones analizan la problematica de la ensefianza y del
aprendizaje de la matematica en carreras de ingenieria. (Molina, 2000; Schmal,
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2012; Camarena, 2006; Bucari et al., 2007; Maguna & Okulik, 2013; Montero et
al, 2002). En particular, durante las ultimas décadas se han producido importantes
cambios y avances en la problematica de la ensefianza y aprendizaje del Algebra
Lineal en el nivel universitario. Los trabajos de Sierpinska (2000) y de Dorier, Robert,
Robinet y Rogalski (2000) dan cuenta de las dificultades para el aprendizaje de
diversos conceptos del algebra lineal debido a que ésta posee, dentro de sus origenes
epistemologicos, una componente geométrica, y una fuerte componente teérica que
la enriquece, con un caracter globalizador.

El objeto matematico sistema de ecuaciones lineales ha sido abordado por
investigadores argentinos con diversos enfoques tedricos (Panizza et al., 1999; Sessa,
2005; Engler et al, 2001; Segura, 2004; Lucuy et al., 2009) y refiriéndose, en general, a
la ensefianza en la escuela secundaria. Asimismo, en varias investigaciones se reporta que
en los primeros cursos universitarios los estudiantes poseen y adquieren conocimientos
algebraicos pero prescinden del empleo de la geometria para analizar y correlacionar
conceptos en la resolucion de problemas. Con referencia a sistemas de ecuaciones
lineales, los estudiantes universitarios alcanzan a dominar las técnicas de resolucion
pero presentan serias falencias en la comprension y en la visualizacion del conjunto
solucion, atin en R2.

El objetivo del presente trabajo es describir y analizar las organizaciones
matematicas (OM) relativas a los sistemas de ecuaciones lineales que se proponen
en dos libros muy utilizados en carreras de ingenieria de las universidades publicas
argentinas.

Consideramos que en el nivel universitario los libros de texto estan en todo proceso
de estudio, son elementos fundamentales de la actividad en el aula y, a menudo, se
convierten en el esquema conceptual de la clase. Muestran lo que debe ser considerado
como relevante para la disciplina, por ejemplo, los problemas y las maneras de resolverlos.
De manera que siempre participan de una u otra forma en el proceso de ensefianza y de
aprendizaje y es por ello que han sido objetos de multiples investigaciones educativas
bajo diversos paradigmas tedricos.

Para el analisis de los textos seleccionados tomamos elementos de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico (Chevallard, 1997, 1999, 2001, 2007); las nociones
de cuadro, herramienta y objeto (Douady, 1984, 1992) y los niveles de conocimiento
que se esperan de los alumnos (Robert, 1998). Seguidamente, explicitaremos algunas
cuestiones tedricas y metodologicas que orientaron la elaboracion de un instrumento de
analisis, el cual se aplico a varias tareas que se proponen en los textos seleccionados.
Observamos que en ambos libros los autores consideran como conocimientos
disponibles muchas nociones que se suponen ya han sido trabajadas en la escuela
secundaria. Sabiendo que esto no es asi, observamos una gran cantidad de implicitos
que deben ser explicitados por el profesor y/o el estudiante para llevar a buen término
el desarrollo de una tecnologia.
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REFERENCIAL TEORICO

En esta investigacion tomamos elementos de la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico, en adelante, TAD (Chevallard, 1999). La TAD propone modelizar cualquier
actividad humana en términos de praxeologias. El caso de la actividad matematica es
un caso particular que llamaremos praxeologia matematica u organizacion matematica
(OM). Sus componentes fundamentales son por un lado los tipos de tareas y las técnicas
para resolverlas, ambas conforman el bloque de la “praxis”. Por otro lado la tecnologia,
que es el discurso racional sobre la técnica y la teoria que es el argumento formal que
justifica en Gltima instancia a la tecnologia, ambas conforman el bloque del “logos”
(Chevallard, Bosch, & Gascon, 1997).

En el enfoque antropoldgico se concibe la nocion de estudio en un sentido muy
general e integrador. Se aplica a un ambito mas amplio que el del aula e, incluso, mas
general que el de las propias instituciones didacticas, abarcando desde la actividad
de los investigadores hasta la que realizan los alumnos. La consideracion de diversos
procesos de estudio permite detectar aspectos invariantes presentes en todos ellos.
La TAD propone aqui un modelo del proceso de estudio de las matematicas en
términos de momentos diddcticos (Chevallard et al, 1997; Chevallard, 1999, 2001).
Brevemente, diremos que se distinguen seis momentos didacticos: 1) el momento del
primer encuentro con un determinado tipo de tareas; 2) el momento exploratorio del
tipo de tareas; 3) el momento de construccién de un entorno tecnoldgico-tedrico; 4)
el momento del trabajo de la técnica; 5) el momento de la institucionalizacion, y 6) el
momento de la evaluacion.

Bosch y Chevallard (1999) enfatizan el hecho de que los conceptos matematicos
no son directamente accesibles a nuestros sentidos, son objetos no ostensivos. Los
no ostensivos son entonces todos aquellos objetos que existen institucionalmente, en
el sentido en que se les atribuye una determinada existencia, pero que no se pueden
percibir ni mostrar por si mismos: las ideas, los conceptos, las creencias, etc. En una
determinada actividad matematica, trabajamos con éstos a través de las representaciones
ostensivas apropiadas. Los objetos ostensivos se perciben porque estan dotados de cierta
materialidad, como las escrituras, los grafismos, los sonidos, los gestos. El enfoque
antropologico atribuye a los objetos ostensivos un valor semiotico (los signos), y un
valor instrumental ligado a la capacidad para integrarse en manipulaciones técnicas,
tecnologicas y teoricas. Los objetos ostensivos se consideran constitutivos de las
organizaciones matematicas ¢ ingredientes primarios de las tareas, técnicas, tecnologias
y teorias (Bosch, 2000).

Otro elemento tedrico que tomamos para nuestro analisis es la nocion de cuadro.
Douady (1992) define que un cuadro esta constituido por: objetos de una rama de las
matematicas, las relaciones entre dichos objetos, sus diversas formulaciones y las
imagenes mentales posiblemente asociadas a esos objetos y a esas relaciones. Estos
elementos juegan un rol esencial como herramientas dentro del funcionamiento del
cuadro. Ademas es importante mencionar que esta definicion permite transponer el
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trabajo del matematico al dominio de la didactica por medio de la nocién “cambio de
cuadro”, esto es, obtener diferentes formulaciones de un problema que permiten la
puesta en marcha de herramientas y técnicas, que no es posible realizar dentro de la
primera formulacidn. Para esta investigacion diremos brevemente que consideramos
cuatro cuadros: sistemas lineales, matrices, determinantes y geometria euclideana.

Para complementar el analisis de los tipos de tareas que se proponen en un libro de
texto haremos referencia a la nocion: niveles de conocimiento esperados de los estudiantes.
Robert (1997) propone tres tipos de niveles. Hay que destacar que no existe una jerarquia
absoluta entre ellos sino que, al menos en la ensefianza, dependen de los objetivos del
docente. Los niveles de conocimiento esperados en relacion al desempefio del estudiante
se identifican como: técnicos, movilizantes y disponibles.

Nivel técnico: en la resolucion de una tarea, un estudiante opera a nivel técnico
cuando realiza un trabajo acotado y aislado. Este trabajo generalmente se caracteriza
por la utilizacién de una sola técnica o por la aplicacion de una definicion, propiedad
o teorema. El estudiante encuentra explicitamente en el enunciado de la tarea todos los
elementos necesarios para su realizacion.

Nivel movilizante: el estudiante comienza a relacionar y a organizar saberes dentro
de un mismo dominio, incluso puede aplicar varias técnicas en la resolucion de la tarea,
movilizando conocimientos que estan explicitos en el enunciado, o que pueden ser
sugeridos por el docente.

Nivel disponible: el estudiante es capaz de resolver una tarea sin indicaciones, pone
en juego conocimientos que no estan explicitos en el enunciado. Por ejemplo: cambiar
de cuadro, utilizar ostensivos adecuados, articular diferentes nociones matematicas,
buscar contraejemplos. A este nivel de conocimiento generalmente se asocian problemas
enunciados en el contexto de la vida cotidiana o aplicaciones a otras ciencias, por ejemplo,
la Fisica. Pero también hay problemas, sobre todo en el nivel superior, de interés intra-
matematico que el estudiante debe poder abordar con autonomia para avanzar en su
formacion matematica.

Los diseiios curriculares de matematica en la educacion
secundaria argentina

En los lineamientos curriculares para los primeros afios de la educacion secundaria
argentina se encuentra un eje transversal asociado al dlgebra y a las funciones. El estudio
de los sistemas de ecuaciones lineales, en adelante SEL, se reduce al estudio de dos
métodos de resolucion y de algunos problemas contextualizados que deben resolverse via
“traduccion” al lenguaje algebraico. El estudio de los SEL de 2x2 se hace generalmente
en tercer afio (15 afos edad promedio). La ensefianza de los métodos de resolucion en
este nivel escolar focaliza en los que se pueden identificar como convencionales, estos
son, método grafico y sustitucion. El estudio de los SEL gesta un entorno tecnoldgico que
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justifica el estudio de conceptos formales del Algebra Lineal, conceptos que se encuentran
excluidos del disefio curricular de matematica de la escuela secundaria.

Respecto a nociones de Geometria Analitica, se sugiere el estudio de vectores en el
plano y en el espacio, operaciones, ecuacion vectorial y ecuacion paramétrica de rectas
y planos. Pero, a excepcion de las nociones utilizadas en Fisica, raramente se alcanzan a
estudiar los conceptos mencionados.

METODOLOGIA

El objetivo del presente trabajo es describir y analizar las OM relativas a los sistemas
de ecuaciones lineales que se proponen en dos libros de texto universitarios. Para ello
proponemos un estudio cualitativo, de tipo descriptivo e interpretativo.

Adoptamos la propuesta de Liidke y André (1986, citado por Sa-Silva, Almeida,
Guindani, 2009) quienes consideran que la investigacion documental es una parte esencial
de un proceso sistematico de investigacion cualitativa, constituyéndose en una estrategia
operacional donde se observa y reflexiona sistematicamente sobre realidades usando
para ello diferentes tipos de documentos. Comenzamos la recoleccion y analisis de los
documentos de la siguiente manera:

1. Relevamiento de los programas de catedra de todas las universidades publicas
argentinas que dictan carreras de ingenieria. Registro de la bibliografia utilizada en los
cursos de algebra y geometria.

2. Elaboracion de un instrumento de analisis.

3. Seleccion de una muestra de cinco libros. Analisis de los mismos.

Herramientas didacticas que componen la grilla de analisis

En consonancia con el referencial tedrico de esta investigacion y para caracterizar
las praxeologias existentes en los libros, elaboramos un instrumento de analisis tomando
como modelo uno disefiado por Dias (1998).

Momento didactico en 1) primer encuentro 2) momento exploratorio

que puede ser ubicada | 3) construccion de un entorno tecnolégico-tedrico

la tarea 4) trabajo de la técnica  5) institucionalizacién  6) evaluacion.

Cuadroenquelatareaes | 1) cuadro de los sistemas lineales
enunciada 2) de las matrices 3) de los determinantes  4) de la geometria euclideana.

Cuadro en que la tarea | 1) cuadro de los sistemas lineales
puede ser resuelta 2) de las matrices 3) de los determinantes  4) de la geometria euclideana.

No ostensivos evocados | dependen de la tarea
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Ostensivos que se

. dependen de la tarea
manipulan

Nivel de conocimiento

esperado 1) técnico 2) movilizante 3) disponible

Figura 1. Instrumento de andlisis

Anticipando que en los libros se encontraran muchos tipos de tareas diferentes, se
penso en una manera de agruparlos a fin de posibilitar la aplicacion de la grilla de analisis
aun numero representativo de ejemplos. Para ello se clasificaron los tipos de tareas segiin
el género al cual pertenecen (Chevallard, 1999).

A continuacion, para cada libro, presentaremos unos comentarios generales
sobre el capitulo de Sistemas de Ecuaciones Lineales. Seguidamente mostraremos el
funcionamiento de la grilla de analisis sobre algunas tareas que cada uno de los autores
proponen en la seccion de ejercicios.

David Poole (2011) Algebra lineal — Una introduccion moderna

Este libro esta dirigido a estudiantes de diversas carreras, especialmente
adecuado para cursos introductorios de Algebra Lineal. Los temas que incluye se
dividen en 7 capitulos: 1.Vectores — 2.Sistemas de ecuaciones lineales — 3.Matrices —
4.Eigenvalores y eigenvectores — 5.0rtogonalidad — 6.Espacios vectoriales — 7.Distancia
y aproximacion.

Segtin el autor, el algebra lineal trata esencialmente de vectores, por lo cual los
estudiantes deben ver primero vectores en un escenario “concreto” con la finalidad de
obtener cierta comprension geométrica. Es decir, se comienza trabajando con vectores
en IR? y en IR?, generalizando para IR™ En este primer capitulo se desarrollan muchos
conceptos que aparecen a lo largo del texto, por ejemplo, las propiedades algebraicas de
los vectores en IR" y la nocién de combinacion lineal.

El autor comienza el capitulo sobre sistemas de ecuaciones lineales ejemplificando
de manera muy resumida el concepto de solucion o de conjunto solucion. Se asume de
este modo que el lector ya dispone de herramientas explicitas, en el sentido de Douady,
para realizar ciertas tareas de algebra lineal.

Veamos, a modo de ejemplo, la tecnologia que desarrolla para resolver la siguiente
ecuacion lineal:

(b) La ecuacién lineal x; — x, + 2x; = 3 tiene [3,0,0], [0, 1, 2] y [6, 1, —1] como solu-
ciones especificas. El conjunto completo de soluciones corresponde al conjunto de pun-
tos en el plano determinado por la ecuacién dada. Si se hace X, = s y X, = 1, entonces una
solucién paramétrica estd dada por [3 + s — 21, 5, t].(;Cudles valores de s y ¢ producen
las tres soluciones especificas anteriores?) 1

Figura 2. Ejemplo de conjunto solucion. (Poole, 2011, p 65)

100 Acta Scientiae, v.20, n.1, jan./fev. 2018



El autor también desarrolla otros ejemplos asumiendo que el estudiante estd
familiarizado con la ecuacion de la recta en el plano cartesiano. Recordemos que en el
capitulo 1 se estudiaron las rectas en IR? desde un punto de vista vectorial. Luego, se
deducen las ecuaciones que definen rectas y planos en IR®. Estos desarrollos, sin embargo,
no permiten que el estudiante escriba naturalmente el conjunto solucion de una ecuacion
con dos variables en forma paramétrica, y mucho menos, si se trata de una ecuacion
con tres variables. Ademas, a esto se suma el hecho que para todo sistema con infinitas
soluciones, el conjunto solucién no tiene una inica descripcion paramétrica.

En relacion a los métodos para resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales,
se introduce con un ejemplo la nocion de matriz aumentada. Trabajando en paralelo con
el sistema de ecuaciones se lleva tanto la matriz como el sistema a la forma escalonada
mediante operaciones elementales. La nocion de matriz no se define formalmente, el autor
sefiala que solo se emplea como notacion que facilita la escritura, ya que solo se realizan
operaciones aritméticas sobre los coeficientes del sistema, no sobre las variables. Bajo la
premisa de la reversibilidad de las operaciones elementales, la tecnologia para resolver un
sistema consiste en reemplazar la matriz aumentada por otra equivalente. Queda a cargo
del profesor y del estudiante explicitar por qué las operaciones elementales no alteran el
conjunto solucion del sistema original.

Ejemplo 1
Género de tarea: calcular

Tipo de tarea: discutir sistemas de ecuaciones lineales con parametros

En los ejercicios 40-43, ;para qué valor(es) de k, si hay alguno,
los sistemas tendrdn (a) ninguna solucién, (b) una solucién
tinica y (c) un nimero infinito de soluciones?
40.kx + y= -2 41. x+ky=1
xx—=2y= 4 kx+ y=1
2. x+ y+ z=2 43. x+ y+kz= 1
x+4— z=k x+ky+ z= 1
g }’+42=k: kx+ y+ z=-2

Figura 3. Ejemplos de sistemas con parametros (Poole, 2011, p 87)

% Momento didactico en que puede ser ubicada la tarea: momento de primer
encuentro, momento de trabajo de la técnica.

% Cuadro en que la tarea es enunciada: cuadro de los sistemas lineales

% Cuadro en que puede resolverse la tarea: cuadro de los sistemas lineales, cuadro de
las matrices

¢ No ostensivos evocados: nocion de parametro, posibles conjuntos solucion de
un sistema de ecuaciones, método de Gauss, matriz escalonada
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% Ostensivos que se manipulan: ostensivos algebraicos para representar sistemas
de ecuaciones, ostensivos matriciales de un sistema

¢ Nivel de conocimiento esperado: movilizante

Si tenemos en cuenta que el autor no desarroll6 ninglin ejemplo similar, este tipo de
tarea puede ser ubicada en el momento del primer encuentro. En particular, para los sistemas
de 2x2, puede ser un momento de reencuentro con objetos que se estudiaron en la escuela
secundaria y aparecen de nuevo en una tarea diferente. No seria éste el caso para los sistemas
de 3x3 que raramente se alcanzan a estudiar en la escuela secundaria. La tinica técnica que
se desarrolla en el libro para resolver distintas tareas relativas a los SEL es el método de
Gauss. No obstante, cuando existen pardmetros en un sistema y el objetivo es discutir las
condiciones para que el sistema tenga o no soluciones, es necesario detenerse a reflexionar
un poco mas sobre la técnica. Por ejemplo: ;como elegir los mejores pivots sucesivos?, jen
qué paso del método se puede empezar a discutir sobre los valores de un parametro? Estos
cuestionamientos acerca de la técnica quedan a cargo del estudiante.

Los no ostensivos mencionados son los conocimientos que el estudiante deberia
evocar y movilizar ante la pregunta explicita en el enunciado. Pero, a menudo suele
suceder que para discutir un sistema en particular sean necesarios otros conocimientos a
nivel disponible. En los sistemas de 3x3 de la figura anterior, por ejemplo, se espera que la
factorizacion de expresiones de segundo grado sea un conocimiento previo disponible.

Ejemplo 2
Género de tarea: calcular.

Tipo de tarea: determinar el punto de interseccion de dos rectas (en IR?)

En los ejercicios 48 y 49, determine si las rectasx = p + su y
X = q + tv se intersectan y, si lo hacen, encuentre su punto de
interseccion.

[—1 21 | 1 -1
48.p = 2(,q=]|2|,u= 2, v= 1

- 0] =1 0

[3 —1] I 2
9.p=|1],q= l1l,bu=]|0|,v=]3

0 -1 LA 1

Figura 4. Interseccion de rectas en R® (Poole, 2011, p.87)

% Momento diddctico en que puede ser ubicada la tarea: construccion entorno
tecnolégico — tedrico, momento del trabajo de la técnica.
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¢ Cuadro en que la tarea es enunciada: cuadro de la geometria euclideana y
cuadro de las matrices

»  Cuadro en que puede resolverse la tarea: cuadro de los sistemas lineales

% No ostensivos evocados: ecuacion vectorial de la recta, nocion de combinacion
lineal, nocidn de rectas paralelas, nocion de parametro, nocion de incognita,
métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, nocion de conjunto
solucion

7
*

% Ostensivos que se manipulan: representacion matricial de vectores, ostensivo
algebraico para representar sistemas de ecuaciones lineales, ostensivo para
representar el conjunto solucion

¢ Nivel de conocimiento esperado: disponible

La tecnologia desarrollada en el libro para resolver este tipo de tarea no esta
totalmente explicitada. En principio, dicha tecnologia consiste en “mudarse” al cuadro
de los sistemas de ecuaciones via la nocion de igualdad de matrices. En este ejemplo
en particular, se trata de resolver un sistema de 3 ecuaciones con 2 incdgnitas. Sin
embargo, encontramos que la nociéon de parametro, un no-ostensivo presente en
la ecuacion vectorial de la recta, y la nocion de incdgnita, ostensivo presente en el
sistema de ecuaciones, son elementos problematicos si el estudiante no tiene bien en
claro la técnica que esta empleando y el resultado que esta obteniendo. En este sentido,
la dialéctica entre ostensivos y no-ostensivos, juega un papel muy importante en la
resolucion de este tipo de tarea.

En relacion al nivel de conocimiento esperado para este tipo de tarea, las posiciones
relativas de las rectas en el espacio y las ecuaciones vectoriales, son conocimientos
supuestos disponibles. Esta parte de la tecnologia deberia ser explicitada oportunamente
por el profesor, atendiendo a las dificultades de los estudiantes que no dispongan de los
conocimientos necesarios de Geometria Analitica. La articulacion entre diversos cuadros
y la eleccion de ostensivos adecuados para brindar una respuesta a esta tarea, quedan a
cargo del estudiante.
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Ejemplo 3
Género de tarea: demostrar.

Tipo de tarea: demostrar propiedades relativas a rectas y planos usando
determinantes

12.Demuestre que los tres puntos (x,, y,), (x2, y2) ¥ (x5, y3) son colineales (estdn en la
misma recta) si y sélo si

xon |
x y 1{=0

x5 y |

Figura 5. Demostrar propiedades (Poole, 2011, p.300)

*  Momento didactico en que puede ser ubicada la tarea: momento de exploracion,
construccion entorno tecnologico — tedrico, institucionalizacion.

s Cuadro en que la tarea es enunciada: cuadro de la geometria euclideana y
cuadro de los determinantes

¢ Cuadro en que puede resolverse la tarea: cuadro de la geometria euclideana
y cuadro de los determinantes

¢ No ostensivos evocados: procedimientos de validacion propios de la matematica,
nocién de puntos colineales, teorema de Tales, nocion de recta en el plano,
nocion determinante, métodos de resolucion de determinantes

s Ostensivos que se manipulan: coordenadas de un punto, representacion grafica
de punto y recta en el plano, ecuacion de la recta a través de un determinante
de orden 3

¢ Nivel de conocimiento esperado: disponible

La resolucion de este tipo de tarea requiere que el estudiante articule al menos dos
cuadros. Podria comenzar con la evocacion de la nocion geométrica de colinealidad y la
representacion de los tres puntos colineales en un sistema de ejes ortogonales, es decir,
por medio de un ostensivo grafico. El estudiante debe disponer de saberes aprendidos en
la escuela secundaria, como el Teorema de Tales y de distintos ostensivos para representar
una recta en el plano. La articulacion de estos conceptos con elementos del cuadro de
los determinantes permite formular una definicion de colinealidad (quiza nueva para el
estudiante) que contribuye a la construccion de un entorno tecnologico-tedrico. Ademas
se justifica una técnica (quiza también nueva) para evaluar si tres puntos del plano son
colineales.
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Respecto al nivel de conocimiento esperado cuando se trata de demostrar, es
generalmente, disponible. Pero es preciso destacar que cualquier deficiencia en relacion
alasnociones indicadas en la tecnologia, en particular, aquellas que estan implicitas, hace
que dichas nociones operen a nivel disponible. En este caso, el estudiante debe disponer
de conceptos de algebra elemental, geometria euclideana, funcion lineal y determinante.
Dichos conceptos desempefian un papel de herramienta explicita en la resolucion de la
tarea.

Howard Anton (1994) Introduccién al Algebra Lineal

Los temas que se estudian en este libro se distribuyen en los siguientes capitulos:
1.Sistemas de ecuaciones lineales y matrices — 2.Determinantes — 3. Vectores en R’y en
R® — 4.Espacios vectoriales — 5. Transformaciones lineales — 6.Valores caracteristicos,
vectores caracteristicos y formas cuadraticas — 7.Introduccion a los métodos numéricos
del algebra lineal.

En el primer capitulo ya se utiliza la forma paramétrica para indicar el conjunto
solucion de una ecuacion con dos incognitas, explicado con un poco mas de detalle
que en el libro de Poole. Seguidamente, se definen las nociones de sistema consistente
(inconsistente), matriz aumentada y operaciones elementales. Estos serian los
elementos tecnologicos que permiten reemplazar un sistema dado por otro que tenga el
mismo conjunto solucion, pero que sea mas facil de resolver. Al igual que en el libro de
Poole, el discurso para llevar esto a cabo se presenta mediante un ejemplo ilustrativo
trabajando en paralelo con el sistema de ecuaciones y la matriz aumentada.

Luego de sistematizar los pasos que conforman el método de “eliminacion
gaussiana”, el autor hace dos observaciones importantes. Una refiere a la unicidad de la
forma escalonada reducida (no demuestra esta afirmacion), y la otra, a la no unicidad de
la forma escalonada.

El tratamiento de las demostraciones es variable. Algunas estan desarrolladas con
rigurosidad y en forma adecuada para un estudiante principiante. Otras se dejan a cargo
del estudiante a modo de ejercicio y otras se omiten por completo, haciendo énfasis en
las aplicaciones de los teoremas.
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Ejemplo 4

Género de tarea: calcular

Tipo de tarea: dada una matriz en forma escalonada, resolver un sistema.

4. En cada inciso, suponer que la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales
ha sido reducida mediante operaciones en los renglones a la forma escalonada re-
ducida dada. Resolver el sistema

| 0 0 3 I 0 0 7 ]
a) |0 | 0 0 b |0 i 0 3 2
0o 0 1 7 0o 0 1 1 5
1 -6 I 3 2
I ) 0 0
) 2 2 : S 2 £ d)jo 0 I 0
< )
0 0 1 5 L]
0 0 0 |
0 0 0 0 0 0

Figura 6. Ejemplos de matrices en forma escalonada (Anton, 1994, p.36)
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Momento didactico en que puede ser ubicada la tarea: momento del entorno
tecnoldgico — tedrico, momento de institucionalizacion

Cuadro en que la tarea es enunciada: cuadro de las matrices
Cuadro en que puede resolverse la tarea: cuadro de los sistemas lineales

No ostensivos evocados: nocion de matriz ampliada, nocidén de forma
escalonada, nocion de variable libre, nocién de conjunto solucion.

Ostensivos que se manipulan: ostensivo de matriz ampliada, ostensivo de forma
escalonada, ostensivos algebraicos del conjunto solucion de un sistema.

Nivel de conocimiento esperado: movilizante

Este tipo de tarea es de interés tedrico ya que en la practica generalmente se parte
de un sistema de ecuaciones, es decir, del cuadro de los sistemas. Es importante que el
estudiante comprenda exactamente qué significa en este contexto resolver el sistema.

Observando las cuatro matrices del enunciado surgen, por ejemplo, los siguientes
cuestionamientos tecnoldgicos: ;es posible descartar algin renglon?, si se descartd un
renglon, esto implica necesariamente que existen infinitas soluciones?, ;como elegir
las variables libres? Las respuestas justificadas quedan a cargo del profesor y/o del
estudiante.

En definitiva, el énfasis esta puesto en el estudio de las posibilidades de solucion
desde una correcta lectura de los renglones. Esto requiere movilizar conocimientos que
superan la simple aplicacion de la técnica.
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Ejemplo 5
Género de tarea: calcular

Tipo de tarea: resolver casos particulares de sistemas no lineales.

20. Resolver ¢l sigwmiente sistema de ecuaciones no lincales para los dngulos descono-
cdosa,yf.donde0 sa<s2x,0sfs2ay0sy<a
2sena— cosB+ 3tany=3
dsena + 2cosff - 2tany =2

bsena - 3cosf+ tany=9

Figura 7. Sistema no lineale (Anton, 1994, p.37)

¢ Momento diddactico en que puede ser ubicada la tarea: momento del primer
encuentro, momento del trabajo de la técnica

*»  Cuadro en que la tarea es enunciada: cuadro de los sistemas de ecuaciones
lineales

¢ Cuadro en que puede resolverse la tarea: cuadro de los sistemas lineales y
cuadro de las matrices

*  No ostensivos evocados: Funciones trigonométricas. Nociéon de cambio
de variable. Método de Gauss. Nocion de preimagen de una funcion
trigonométrica.

% Ostensivos que se manipulan: ostensivos algebraicos de un sistema de
ecuaciones lineales y su respectiva matriz ampliada. Representacion algebraica
de funciones trigonométricas y de sus argumentos.

7
*

Nivel de conocimiento esperado: disponible

Al igual que en el ejemplo 1, en este momento el estudiante se reencuentra
con objetos que estudid en la escuela secundaria pero que aparecen en una tarca
diferente. Sin embargo, el contrato didactico sugiere que el sistema dado deberia
poder resolverse como un sistema de ecuaciones lineales. Cabe preguntarse: ¢ por
qué este sistema no es lineal? ;qué pasa si se resuelve “como si fuera lineal”? La
técnica para resolver esta tarea consiste en hacer un cambio de variables conveniente
que simplifique el sistema y asi facilitar su resolucion. Para dar una respuesta final
a este tipo de tarea, debera disponer de conocimientos relativos a la preimagen de
una funcion trigonométrica.

Hemos aplicado esta grilla de analisis a numerosas tareas propuestas en los libros
seleccionados. Esto permite reflexionar sobre como un libro trata un concepto y visualizar
cuales aspectos de las técnicas deben ser enfatizados y explicados, lo cual implica analizar
el discurso tecnologico-teérico utilizado por el/los autor/es.
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CONSIDERACIONES FINALES

La ensefianza del algebra lineal representa una parte importante de la ensefianza
de la matematica en carreras de ingenieria en Argentina. Numerosas investigaciones
dan cuenta de las dificultades para el aprendizaje de conceptos propios del algebra lineal
debido a que ésta posee un caracter unificador, generalizador y formalizador de conceptos
matematicos (Dorier, 2002). En este trabajo hemos focalizado en el estudio de la OM
relativa a los SEL asumiendo que juegan un papel central en relacion con todos los demas
conceptos de esta disciplina.

Ya hemos mencionado que la ensefianza en la escuela secundaria trata esencialmente
dos técnicas de resolucion para sistemas de ecuaciones lineales de 2 ecuaciones con 2
incognitas (sustitucion y grafico). En términos de la TAD, las praxeologias giran en torno
a un unico tipo de tareas: resolver sistemas de ecuaciones lineales. Por lo tanto, en los
comienzos de los estudios universitarios se produce un “salto cualitativo” en donde se
reemplaza la problematica de resolver sistemas por la problematica del estudio teorico
de los sistemas (Dorier, 1998).

En relacion al método de Gauss y siguiendo a Rogalski (1994), el discurso
tecnologico-tedrico deberia provocar cuestionamientos que se conviertan en problemas
para los estudiantes y que justifiquen la introduccion de conceptos de algebra lineal.
Por ejemplo, dado un sistema de ecuaciones que ha sido llevado a la forma escalonada,
(cuales ecuaciones son realmente ttiles?

En los libros analizados a pesar de mostrar que la aplicacion del método de Gauss
puede realizarse tanto sobre un sistema dado, como sobre la matriz aumentada del
sistema, siendo ambos adecuados para desarrollar el método, ambos autores privilegian el
trabajo sobre la matriz aumentada (cuadro de las matrices), explicitando las operaciones
elementales que se realizan sobre los renglones. En este enfoque se valora sobre todo la
sistematizacion del método. Es decir, el método de Gauss es directo en el sentido de que
conduce directamente a la solucion, si existe, en un numero finito de pasos.

En definitiva, el discurso tecnologico — tedrico relativo a los Sistemas de Ecuaciones
Lineales en ambos libros, esta dirigido al estudio de ciertos conceptos y técnicas para que
el estudiante comience un curso de Algebra Lineal “con el pie derecho”. En efecto, los
objetivos principales es que el estudiante tenga claros los siguientes puntos:

e Conceptos de matriz ampliada, matriz escalonada y conjunto solucion de un
sistema lineal de m ecuaciones con 7 incognitas.

e Resolucion de un SEL mediante el método de eliminaciéon de Gauss.
Saber identificar mediante este método cuando un SEL es consistente o
inconsistente.

e Parametrizacion del conjunto solucion de un SEL. Establecer las variables
libres.
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Es importante entonces destacar el enorme trabajo estructural que subyace en
cualquier tecnologia que apunte al logro de dichos objetivos.

Finalmente, debemos destacar que los libros de texto son el resultado de
transposiciones didacticas (Chevallard, 1991), motivo por el cual es importante tener en
cuenta el contexto institucional en que fueron producidos. Muchos de los conocimientos
necesarios para resolver los tipos de tareas que se analizaron en este trabajo no fueron
estudiados en la escuela secundaria argentina. Por lo tanto, comenzar un curso de Algebra
Lineal utilizando libros disefiados para instituciones extranjeras podria convertirse en
otro problema tanto para el profesor como para los estudiantes.
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