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RESUMO

Contexto: A visualizagdo ¢ uma habilidade indispensavel para uma variedade
de atividades da vida cotidiana e para a constru¢do e o desenvolvimento conceitual.
Objetivos: Por representar uma parte substancial da Geometria Euclidiana, abordam-
se neste texto: o estudo e a analise das relagdes entre angulos formados a partir de duas
retas paralelas intersectadas por uma transversal; e o papel da visualizagdo na
construcdo e no desenvolvimento dos conceitos geométricos imbricados nas relagdes
matematicas subjacentes ao tema. Design: A abordagem metodologica adotada para o
desenvolvimento do estudo foi o Design Experiments. Ambiente e participantes:
Apresenta-se uma situagdo de ensino na qual estudantes do 8.° ano do Ensino
Fundamental de uma escola publica estadual do Rio de Janeiro, Brasil, realizaram
manipulacdes na tela do smartphone durante a realizagdo de uma atividade. Coleta e
analise de dados: Para analise dessa atividade selecionamos eventos de um video
obtidos a partir do smartphone utilizado pelos estudantes. Resultados: Por meio das
interagdes e manipulagdes os discentes visualizaram, analisaram e construiram os
conceitos de angulos correspondentes e angulos colaterais, mediante o estudo de um
objeto geométrico na tela do smartphone por meio do aplicativo GeoGebra.
Conclusédes: O trabalho geométrico mediado por dispositivos mdveis com toques em
telas possibilita a reorganizacdo curricular da Geometria, a articulacdo conceitual e a
quebra de hierarquia de conceitos.
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Straight and angles that move, student ideas that touch and add

ABSTRACT

Background: Visualisation is a crucial skill for several everyday life activities
and conceptual construction and development. Objectives: As it represents a
substantial part of Euclidean geometry, this article addresses: the study and analysis of
the relationships between angles formed from two parallel lines intersected by a
transversal and the role of visualisation in the construction and development of
geometric concepts imbricated in the mathematical relationships underlying the theme.
Design: The methodological approach adopted was Design Experiments. Settings and
participants: A teaching situation is presented, in which students from the 8th grade
of elementary school at a state public school in Rio de Janeiro, Brazil, performed
manipulations on the smartphone screen while carrying out an activity. Data collection
and analysis: To analyse this activity, we selected events from a video obtained from
the smartphone used by the students. Results: Through interactions and handlings,
students visualised, analysed, and built the concepts of corresponding angles and
collateral angles by studying a geometric object on the smartphone screen through the
GeoGebra application. Conclusions: The geometric work mediated by mobile devices
with touch screens enables the curricular reorganisation of Geometry and the
articulation and the breaking of the hierarchy of concepts.

Keywords: Parallel and transversal lines; Angles between lines;
Conceptualisation; Visualisation; Dynamic geometry; Elementary school.

INTRODUCAO

As tecnologias digitais moveis, smartphones e tablets, possibilitam
outras formas de se pensar o ensino e a aprendizagem geomeétrica e oportunizam
mudancas qualitativas de ordem didatica, com novas metodologias de ensino e
na organizacao curricular, e na dimensao cognitiva (Bairral & Henrique, 2021).
Trazendo reflexdes sobre possibilidades — didaticas e cognitivas — de inovacao,
neste artigo abordamos o papel da visualizagdo para a construgdo e o
desenvolvimento conceitual, processos potencializados por ambientes de
geometria dindmica (AGD) em dispositivos mdveis com toques em telas
(DMCcTT), particularmente o aplicativo GeoGebra em smartphones.

Discutimos aqui algumas questdes relacionadas ao ensino e a
aprendizagem da Geometria *, apresentamos algumas singularidades e
potencialidades dos AGD e buscamos provocar algumas questoes, tais como: o

! Usaremos maitiscula quando nos referirmos a area e mintscula quando focarmos em
processos de ensino ou de aprendizagem.
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aprendizado da Geometria Euclidiana em AGD deve continuar seguindo a
forma hierarquizada na qual ela foi organizada para recursos convencionais?
Em que diferem a construcdo e a analise de um objeto geométrico mediadas
pelos cliques no mouse da mediagdo dos toques na tela?

Por permitir a abordagem de uma gama de temas relacionados a
Geometria Euclidiana, como o estudo de tridngulos e quadrilateros, centramos
na analise das relagdes entre angulos formados a partir de duas retas paralelas
intersectadas por uma transversal. Para evidenciar alguns dos nossos resultados,
ilustramos uma situacdo de ensino na qual dois estudantes do 8.° ano do Ensino
Fundamental trabalharam na analise das relagdes entre angulos
correspondentes e angulos colaterais por meio da manipulacdo fouchscreen
mediada pelo aplicativo GeoGebra em smartphones. Com um olhar para além
dos toques, inferimos como os discentes se apropriaram deles para intuir,
visualizar e formular suas conjecturas, ao reposicionarem angulos e retas de
objetos geométricos, em direcdo a construcdo conceitual. A pesquisa considera
a visualizagdo e a conceituagdo como processos cognitivos imbricados, pois o
aprimoramento da habilidade de visualizar compde a construcdo e o
desenvolvimento conceitual.

VISUALIZACAO E CONCEITUACAO GEOMETRICA

Em um contexto mais amplo, a visualizagdo tem origem no latim
visualis, que € relativo a vista, e podemos entender como o ato ou efeito de ver.
A palavra “ver”, neste caso, assume ndo so os objetos que estao diante dos olhos,
como um livro impresso ou uma representagdo grafica na tela do smartphone,
mas as imagens mentais que conseguimos formar e manipular — e & para este
sentido que nossas reflexdes convergem.

3

O termo “visualizacdo” no contexto geométrico possui concepgdes
distintas, porém, independentemente da perspectiva adotada, a visualizacao ¢é
vista como a habilidade de manipular imagens visuais?>. Na mesma direcdo,
Zimmermann e Cunningham (1991) apontam o carater multifacetado da
visualiza¢do, por possuir perspectivas historicas, filosoficas, pedagogicas e
tecnologicas. Os estudiosos ampliam a defini¢do de visualizagdo matematica.
Para eles, ela ndo constitui apenas em manipular uma imagem mental, pois €
um processo que envolve a representacao de um conceito, sem ou com o auxilio

2 Presmeg (1986, p. 46) define imagem visual como “um esquema mental que
descreve informagdes visuais ou espaciais”.
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de uma tecnologia, para a compreensdo e descobertas matematicas. Os autores
ainda defendem que a visualizagdo implica em um tipo de intuigdo que da
significado a compreensdo, a medida que direciona para construgdo de ideias
criativas, € serve como um guia para resolugdo de problemas. Para obter esse
tipo de intuigdo, a visualizagdo deve se relacionar com toda a matematica.
Portanto, “o pensamento visual e as representagdes graficas devem estar ligados
a outros modos de pensamento matematico e outras formas de representago.”
(Zimmermann & Cunningham, 1991, p. 4). No nosso caso, relacionamos
visualizagdo, conceituagdo, construcdes e representagdes dindmicas na tela.

De modo semelhante, Leivas (2009) define visualizagdo como um
processo de formar imagens mentais, que implica na constru¢do € comunicagao
de um conceito matematico, com o intuito de amparar a resolug@o de problemas,
seja de natureza analitica ou geométrica. O autor também acrescenta o carater
intuitivo nesse processo, por considerar que a intuigdo estd relacionada a
construgdo de um conceito matematico a partir das experiéncias concretas e da
analise que o sujeito tem do objeto.

Ademais, Nacarato ¢ Passos (2003) entendem a representagdo como
um elemento essencial a visualizagdo. Elas alegam que a visualizagdo e a
representagdo sdo dois entes interligados e desempenham um papel
fundamental para o desenvolvimento de conceitos geométricos. Definem a
visualizagdo como a habilidade de pensar em termos de imagem mental,
representagdo mental de um objeto ou relagdo. A representacdo nesse contexto
assume um carater duplo: é a evocagdo de uma imagem ou sua apresentacgao,
que, conforme esclarecem as autoras, ocorrem de maneiras diversificadas, ou
seja, apresentagdes graficas, como um desenho no papel ou uma figura na tela
do computador; ou a propria linguagem, e expressam as estratégias dos sujeitos
em suas ideias geométricas.

Em sintonia, Hershkowitz (1994) esclarece que a visualizagdo
estabelece um papel complexo no processo de desenvolvimento conceitual e
atua em duas diregdes. Assim, ndo € possivel formar a imagem de um conceito
e sua classe de figuras sem visualizar seus elementos e, por outro lado, caso os
elementos visuais sejam restritos e limitados, podem empobrecer a imagem
conceitual.

Tratando-se de visualizagdo, ha nuances como raciocinio visual,
pensamento visual; e elementos como imaginagdo, intui¢do, percep¢ao visual e
representagdo, que se relacionam na elaboragdo do processo de visualizar.
Conforme afirma Gutierrez (1991), esse processo tem como entidade
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fundamental as representagdes mentais que fazemos de objetos fisicos, de
relagdes, dos conceitos, entre outras.

Embora alguns autores apresentem perspectivas diferentes quanto a
definicdo de visualizagdo, elas se complementam e apontam o papel da
visualizag@o para a construgdo ¢ o desenvolvimento conceitual. Geralmente,
estudos que evidenciam a visualizagdo deixam em outro plano a conceituagdo
e vice-versa. Nossa inten¢do aqui ¢ mostrar que esses processos se relacionam
e em certa medida estdo imbricados, pois 0 desenvolvimento da habilidade de
visualizar comp0e a construgdo e o desenvolvimento conceitual.

Conceitos sdo a ponte entre a mente ¢ o mundo (Rosch, 1999). Ainda,
de acordo com Rosch, conceitos ndo sdo entes isolados e suas categorizagoes
somente existem em situacdes complexas concretas. A construgdo e o
desenvolvimento conceitual ocorrem quando um sujeito, a partir das suas
experiéncias, consegue elaborar uma imagem mental, visualizar os elementos
que abrangem ndo apenas o caso particular, mas toda uma classe de objetos
(Almeida & Lomonaco, 2018; Ferreira, 1963; Fischbein, 1993; Medin, 1989).
Nesse ambito, os conceitos matematicos sdo derivados da sua definigdo, pois
cla estabelece um corte entre as instancias que sdo exemplos daquele conceito
¢ os que nao sdo (Hershkowitz, 1994), quer dizer, a definigdo ¢ o conceito se
relacionam, sendo a primeira os limites do segundo. Além do mais, o ambito
conceitual é contextual (Oliveira & Oliveira, 1999), metaforicamente rico
(Henrique & Bairral, 2020; Lakoff & Johnson, 2001) ¢ permite ao sujeito
desenvolver suas complexas aptiddes analogicas e inferenciais (Wolf, 2019).

Na Geometria outro elemento importante na articulagdo dos processos
que compreendem visualizar e conceituar ¢ o objeto geométrico. Recorremos a
Fischbein (1993), que discorre acerca de um estudo que visa compreender o
papel do conceito e da imagem na composicao do objeto geométrico. Fischbein
sustenta que € preciso considerar a definicdo, a imagem e o conceito figural
como categorias de um objeto geométrico. Estabelece conceito figural como a
construgdo tratada pelo raciocinio matematico no dominio da geometria,
controlada e manipulada por principios logicos de um sistema axiomatico.

Conforme esclarece Fischbein (1993), o objeto geométrico depende de
uma natureza conceitual e outra figural, e ¢ o equilibrio entre esses dois
componentes que permite a nogdo exata do objeto. Para o autor, da natureza
conceitual deriva a ideia geral que expressa a classe de objetos, enquanto a
natureza figural, a imagem mental, é a representacao de um objeto ou fendmeno.
Para compreender melhor essa relagdo, ¢ importante destacar que os objetos
matematicos, como ponto, reta, retas paralelas, sio modelos ideais de entidades
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mentais, nas quais somente em um sentido conceitual € possivel considerar a
perfeicdo desses objetos. Eles sdo representagdes gerais, ndo existem no mundo
real, sdo abstragdes que pertencem ao dominio dos conceitos, acrescenta o autor.
Vamos considerar o seguinte postulado apresentado em Alexander e Koeberlein
(2013, p. 75): “se duas retas paralelas se cortam por uma transversal, entdo os
angulos correspondentes sdo congruentes”. Esse objeto geométrico ¢
construido por entidades que sdo abstragdes, ¢ a validade da relagdo (dngulos
correspondentes congruentes), provada por meio de dedugdes logicas, pode ser
explorada através do AGD e depende de uma manipulagdo mental para a
construc@o conceitual. Vejamos a Figura 1.

Figura 1

Angulos correspondentes formados a partir de duas retas paralelas e uma
transversal.

Fy
-

-

r'S

Imagine que se possa deslocar a reta » de maneira que seja possivel
sobrepo-la a s; dessa forma veremos que os vértices dos angulos 1 e 5, por
exemplo, coincidirdo. Como 7 e s sdo retas paralelas, podemos supor que as
semirretas (os lados) dos angulos também coincidirdo, de maneira que sera
verificada a validade da relacdo. Usando esse mesmo raciocinio, ¢ possivel
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estabelecer outras manipulagdes, a fim de comprovar a validade dos teoremas
correlatos desse postulado (&ngulos alternos e éngulos colaterais). Na
manipulagdo mental, temos envolvidos dois tipos de imagens: a do objeto
geométrico formado por duas retas paralelas e uma reta transversal ¢ a da
operagdo, manipulada a partir do deslocamento de uma das retas paralelas, com
o intuito de verificar a relagdo matematica.

Fischbein alega que conceitos ndo se movem, ndo € possivel desloca-
los; tampouco esses objetos existem no mundo real, pois sdo representagdes nas
quais ha uma inter-relacdo entre o conceitual e o figural. Dessa forma, conforme
alega o autor,

os objetos de investigacdio e manipulacdo do raciocinio
geométrico sdo entdo entidades mentais, denominadas
conceitos figurais, que refletem propriedades espaciais (forma,
posicdo, magnitude) e, a0 mesmo tempo, possuem qualidades
conceituais, como idealidade, abstracdo, generalidade e
perfeicdo. (Fischbein, 1993, p. 143)

Por outro lado, esse processo exige a habilidade de manipular uma
entidade mental, a visualizacdo. Corroborando tais constatacdes, ¢ possivel
inferir que a construgdo ¢ o desenvolvimento conceitual sdo processos que se
relacionam com a visualizag¢do a partir da analise do objeto, que possui duas
componentes: uma figural e outra conceitual. Vejamos um exemplo que ajuda
a elucidar a afirmac@o: considere o quadrilatero ABCD, cujos lados opostos sdo
paralelos (Figura 2). Qual a relagdo entre ZDAB e 2BCD?

Como todos os lados s3o paralelos, podemos deduzir que £DAB ¢ o
angulo externo adjacente ao ZABC sdo congruentes, pois sdo correspondentes.
Esse processo pode ser visualizado pelo deslocamento do segmento DA sobre
as retas suportes que contém DC e AB. Uma conclusio imediata ¢ que ZDAB
e £ABC sao colaterais internos. Desta observacao resulta que ZDAB e ZABC
sdo suplementares, e, em conclusdo, ZDAB e 2BCD sao congruentes.

A proposta de um problema que envolve o desenho de um objeto
geométrico parte de questdes teoricas atreladas ao objeto, mas a solugdo
representa suposicoes, pois se trata de um caso particular, um desenho. Laborde
e Capponi (1994) distinguem desenho geométrico de objeto geométrico. Para
os autores, a passagem do primeiro para o segundo depende das experiéncias
prévias do sujeito, do contexto e do sentido formado. Figura geométrica remete
a relagcdo entre objeto geométrico e todas as suas representagdes possiveis
(Laborde, 1998). Dessa forma, podemos definir o desenho de um objeto
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geométrico como um caso particular cuja representacdo esta associada ao
conceito que o sujeito possui da teoria tomada como referéncia. Quando
trabalhamos em AGD, construimos uma figura, ¢ ndo um desenho.

Figura 2
Exemplificagdo de visualizagdo na analise de um objeto geométrico.

C

Outrossim, percebemos que o estudo da Geometria desempenha um
papel importante para o desenvolvimento cognitivo (l6gico-matematico) e
social. Potencializa a imaginagdo, a intuicdo e a visualizagdo, o que contribui
para a constru¢do ¢ o desenvolvimento conceitual.

A presente pesquisa aborda a visualizagdo como um processo cognitivo
importante retroalimentado pelas representagdes dinamicas e pelos conceitos e
propriedades emergentes na tela de um AGD. Portanto, os conceitos sao
construidos e ressignificados ao longo do processo interativo estabelecido
sujeito(s) e dispositivo, e entre estudantes, professor e as tarefas propostas.

ANGULOS ENTRE RETAS, AGD E DMcTT

Valemo-nos da importancia da Geometria e destacamos a visualizagdo
como habilidade necessaria ao desenvolvimento cognitivo e algumas
implicagdes tedricas, didaticas e pedagdgicas imbricadas aos processos de
construgdo e desenvolvimento conceitual. Em nossa investigacdo, por

Acta Sci. (Canoas), 24(8), 315-339, Dec. 2022 322



representar uma parte substancial da Geometria Euclidiana, centralizamos no
estudo e na andlise das relagdes entre angulos formados a partir de duas retas
paralelas intersectadas por uma transversal.

A Geometria Euclidiana segue uma estrutura composta a partir de entes
primitivos, como ponto, reta e plano; axiomas ou postulados, verdades que se
estabelecem por si mesmas; e defini¢des. Por meio da combinagdo desses
elementos, langando mao de uma sequéncia logica de raciocinio, constroem-se
os teoremas (Kaleff, 1994). Mas para aprender Geometria € necessario seguir
essa hierarquizagao?

Partindo do estudo de retas paralelas cortadas por uma transversal,
podem-se abordar teoremas relacionados ao estudo dos triangulos (teorema do
angulo externo® e a soma dos angulos internos*) e a relagdes existentes em
alguns quadrilateros, como a relagdo entre angulos opostos ou angulos
adjacentes de um paralelogramo®; pode-se também utilizar as propriedades
como alicerce para abordar outros conceitos, como o teorema de Tales® e o
aprofundamento do proéprio tema, por exemplo, a relagdo entre os angulos
formados por linhas poligonais entre duas paralelas.

Todavia, ndo achamos que seguir essa sequéncia seja uma condic¢do
necessaria. E possivel (re)visitar outros conceitos: de retas concorrentes,
angulos opostos pelo vértice’, angulos suplementares®, bissetriz® ¢ a propria
ideia de angulo'®, por exemplo. Em relagdo a abordagem dessa temética, vale

3 O angulo externo de um tridngulo é igual a soma dos dois outros angulos internos
ndo adjacentes.

4 Resulta em dois 4ngulos retos.

°> Em todo paralelogramo os Angulos opostos tém a mesma medida, € a soma dos
angulos adjacentes resulta em dois angulos retos.

6 De acordo com o Teorema de Tales, duas retas transversais em um feixe de retas
paralelas formam segmentos proporcionais. Dessa forma, considerando as retas
paralelas, a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma reta é igual a razdo dos
segmentos correspondentes da outra.

7 S0 Angulos que tém a mesma medida.
8 Angulos cuja soma resulta em dois Angulos retos.

® Semirreta interna ao 4ngulo, com origem no vértice e que o divide em dois Angulos
de mesma medida.

10 Objeto geométrico formado pela unifio de duas semirretas (nfio colineares) de
mesma origem.
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destacar que, tradicionalmente, os livros didaticos enfatizam a apresentagdo de
nomenclaturas ¢ a proposta de questdes cujo enfoque estd muito mais na
resolugdo de equacdes do que na analise das relacdes entre os angulos, apesar
da supervalorizagdo de imagens estaticas, sem uma proposta de recursos
dindmicos.

A forma estatica como a Geometria € abordada pode ter implicacdes
didaticas e epistemologicas. Fischbein (1993) destaca a importancia de explorar
aspectos inerentes as propriedades e as defini¢des, em detrimento de se ater
apenas a figura durante a realizacdo de tarefas que envolvam problemas
geométricos. Dessa forma, parece-nos mais aceitavel que o ensino de geometria
seja pautado na manipulagdo, na exploracdo e, por conseguinte, na descoberta
a partir da formulagdo de conjecturas.

As tecnologias digitais méveis ampliam as possibilidades de trabalho
com a Geometria, pois colocam nas maos dos estudantes o poder experimental-
argumentativo, ao desenvolver uma atividade. Desse modo, o cerne pode estar
na descoberta ou na compreensdo de relagdes, propriedades e teoremas. Tais
argumentos nos direcionam para a relevancia da aprendizagem geométrica
mediada pelos AGD que, a nosso ver, rompe a logica euclidiana, por possibilitar
uma abordagem descentralizada da hierarquia (conceito-definicdo-
propriedade-prova) e, inclusive, permitir a constru¢ao de novos conceitos.

Da mesma maneira que a investigacdo a respeito do quinto postulado
de Euclides ' possibilitou o descobrimento de outras geometrias, as
investigacdes em um AGD, inicialmente em computadores e recentemente em
DMCcTT, como smartphones e tablets, lancam mao de uma geometria, que
possibilita a constru¢do de novos conceitos a partir da analise de velhos entes
geométricos. Como alega Bairral (2019), diversos tipos de dispositivos geram
diferentes insights para nossa aprendizagem. A interacdo com eles possibilita o
desenvolvimento ou a criagdo de conceitos. A esse respeito, o autor esclarece
que ¢ possivel criar um conceito matematico. Ele usa como exemplo o caso das
operagdes com medidas de angulos, como graus, minutos e segundos. Diante
da possibilidade de um AGD, esse tipo de operacdo ndo faz sentido, mas o que
se faz necessario ¢ a construcao de novas maneiras de explorar as relagdes entre
angulos e retas, por exemplo (Bairral, 2019). O AGD permite também dar maior

11 Em uma linguagem mais atual é possivel enunciar o quinto postulado da seguinte
maneira: em um mesmo plano, por um ponto exterior a uma reta pode-se passar
uma Unica reta paralela a reta dada.
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visibilidade ao estudo dos poligonos nao convexos e suas relacdes, algo pouco
valorizado nos livros didaticos.

Por acreditarmos no potencial dessa geometria para a construgdo e o
desenvolvimento conceitual, faremos uma pequena explanagdo de algumas
singularidades de um AGD e das particularidades dos AGD em DMcTT. Muitos
autores tém destacado as caracteristicas e as potencialidades de um AGD™. Por
exemplo, Gravina (2001) alega que tais ambientes oferecem recursos digitais
em que € possivel a construcdo de objetos geométricos a partir das propriedades
definidoras. Em complemento, Laborde (1998) destaca a ag¢do biunivoca que a
experimentagdo com um AGD proporciona. Ao variar os elementos de um
objeto geométrico, o sujeito obtém o feedback do aplicativo, pois esse recurso
permite a retroagdo para elaboragdo de conjecturas, algo que ndo acontece em
uma dindmica com lapis e papel.

Também Arzarello et al. (2002) destacam a possibilidade de
experimentagdes variadas na constru¢do em um AGD, que, além de permitir
uma visdo mais ampla de um mesmo objeto, pode contribuir para o processo de
prova de uma conjectura, por dar ao usuario a possibilidade de explica-la, a fim
de identificar propriedades. Os autores também argumentam que os estudantes
se apropriam das diferentes modalidades de manuseio (arrastamento) com
finalidades distintas, como explorar, formular e validar conjecturas.

Pode-se, por meio do proprio GeoGebra, explorar a validade das
relagoes e dos teoremas. Além do mais, na verificagdo em um AGD ¢ possivel
suscitar no aprendiz uma nova curiosidade, questionando-o a respeito da
validade de um resultado e desafiando-o a outras fungdes desempenhadas pela
demonstracdo: explicagdo, descoberta, verificacdo, desafio intelectual e
sistematizacao (De Villiers, 2001).

Laborde e Capponi (1994) ressaltam que os conhecimentos
matematicos apresentados em um AGD, em funcdo das limitagdes do software
ou do dispositivo, tém um funcionamento peculiar e, em alguns casos, distintos
daquele conhecimento utilizado como referéncia. Em relacdo a esse fato,
exemplificaremos. E recorrente, em analises envolvendo angulos colaterais
internos, os estudantes apresentarem dificuldades em supor a relagdo
matematica envolvida (angulos suplementares), no caso de uma analise

12 As caracteristicas que apresentamos sdo universais, contempladas por boa parte dos
AGD, tanto nas versodes desktop quanto para DMcTT (tablet ou smartphone).
Contudo, nossa andlise esta voltada para o aplicativo GeoGebra na versio
geometria para smartphones.
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aritmética, dada uma particularidade e limitacdo do GeoGebra quanto ao
numero de casas decimais, o que impossibilita, com frequéncia, que a soma dos
angulos seja dois angulos retos.

Além dessas caracteristicas, em um AGD ¢ possivel transitar entre o
particular e o geral, pois ele permite construir uma classe de figuras (Arzarello
et al.,, 2002). Vale destacar também que em um AGD, uma vez que as
construgdes ndo sdao estaticas, ha novas alternativas diante de um objeto
geométrico, como modificar ou arrastar, 0 que pode enriquecer o processo de
elaboragdo e manipulacdo de uma imagem mental e, por conseguinte, contribuir
para o desenvolvimento da visualiza¢ao (Henrique, 2017).

Destacamos apenas algumas caracteristicas do AGD em ambientes
informatizados e, embora elas sejam universais, tocar em uma tela é diferente
de clicar com o mouse? De acordo com Bairral (2020), as manipulagdes
touchscreen estabelecem e inauguram um campo de manifestagdo da
linguagem e da cognicdo. Os movimentos dos dedos e das maos compdem e
moldam o nosso pensamento. O autor destaca que, embora alguns toques se
assemelhem a ag0es realizadas aos movimentos de clique ou arrasto realizadas
em um AGD, em desktop, eles possuem diferengas em termos de orientagdo.
Enquanto por meio do clique a a¢do ¢ mediada por uma ferramenta, no DMcTT
a acao se da a partir de um ato continuo, aproximando objeto-sujeito.

As manipulagdes em tela constituem diferentes tipos de toques, tais
como: toque simples, duplo, pressionar, deslizar, mover, ampliar, reduzir etc.
Tocar em uma tela touchscreen e clicar em um mouse sao ac¢des distintas, pois
cada uma remete a uma percepgao sensorial. A manipulagdo em tela constitui
uma forma de linguagem, com particularidades e implicagdes no pensamento,
pois, assim como os gestos, representa formas de materializagdo do pensamento
no ato comunicativo. Por outro lado, se alguns gestos podem ocorrer de forma
espontanea, sem uma intencionalidade aparente, as manipulagdes em tela sdo
movimentos especificos, situados e intencionais, complementa o estudioso
(Bairral, 2017).

Durante a manipulagdo de um objeto na tela de um DMCcTT,
executamos um conjunto de movimentos, alguns relacionados a conceitos
matematicos especificos, como, por exemplo, a ampliacdo ou reducdo de uma
figura. Arrastar, por meio do clique, um dos vértices da figura ou valer-se do
toque “esticando” a diagonal com o uso de dois dedos sdo agdes distintas
epistemologicamente, ainda que ambas envolvam o método da diagonal.
(Bairral et al., 2017).
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Arzarello et al. (2014) identificaram dois dominios de manipulagdo nos
processos cognitivos que se articulam durante a agdo: o construtivo e o
relacional. Enquanto o 4mbito construtivo envolve agdes basicas, geralmente
atreladas as construgdes e a reorganizagdo do objeto geométrico, o relacional
tem um cunho mais conjectural, com a inteng@o de analise, e envolve outros
elementos exteriores, como as interacdes ¢ a argumentagdo. No movimento
constante do raciocinio geométrico nesses dois campos, Processos como
visualizagdo, representagdo e conceituacdo se desenvolvem.

As especificidades de um AGD que apresentamos representam
contribui¢des aos processos de ensino e aprendizagem de Geometria, ¢ entender
que a agdo de tocar na tela é diferente de clicar com mouse implica olhar os
AGD em DMCcTT sob um novo prisma, além de possibilitar a analise de como
acontece o processo de desenvolvimento conceitual a partir do aplicativo
GeoGebra. Nossa hipotese € que, na realizacdo de uma atividade, a mediagao a
partir da analise de um objeto geométrico em um AGD por meio de
manipulagdes em tela evidencia a emergéncia de propriedades, intensificando
o desenvolvimento da visualizagdo, pois os sujeitos constroem, modificam,
(re)criam, compartilham toques e ideias, em uma ac¢&o mutua, tudo isso como
uma extensdo do pensamento no ato de tocar na tela. Dessa maneira, dialogam,
argumentam ¢ compartilham ideias, o que pode potencializar a construgdo € o
desenvolvimento conceitual.

Discorremos até aqui, entre outros topicos, a respeito do papel da
visualizagdo, habilidade cognitiva essencial para a vida cotidiana e intrinseca
aos processos de raciocinio matematico, de representacdo ¢ de construgdo e
desenvolvimento conceitual. Evidenciamos a importincia do estudo das
relagdes entre dngulos e retas e apontamos que os AGD proporcionam uma
nova Geometria. Destacamos também como os AGD em DMCcTT se
diferenciam daqueles em ambientes informatizados ¢ de que maneira a
visualizacdo e a conceituagdo podem caminhar juntas. Na secdo a seguir
apresentamos um episoédio de ensino no qual duas duplas de estudantes
interagiram, manipularam no/com DMcTT, visualizaram e intuiram relacdes
entre angulos e retas na tela do smartphone por meio do aplicativo GeoGebra®®,

13 Versio Geometria — 5.0.485.0. Disponivel em: https://www.geogebra.org/download.
Link testado em 28 de fev. 2022.
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EPISODIOS DE ENSINO

A situagdo pedagogica que selecionamos compde um estudo mais amplo
(Henrique, 2021)*, em que a abordagem metodoldgica adotada foi a dos
experimentos de ensino (Cobb et al., 2003), metodologia de investigacio capaz
de lidar com a gama de elementos, complexos, em praticas de ensino. Esta
abordagem envolve uma forma particular de aprendizado e um estudo
sistematico, o que pode potencializar o aprendizado dentro de determinados
contextos, na qual uma variedade de recursos (artefatos) ¢ utilizada como
suporte.

O objetivo centrou-se na analise ¢ na identificagdo, por meio do
aplicativo GeoGebra em smartphones, das relagdes entre retas e angulos —
particularmente em retas paralelas cortadas por uma transversal —, por
estudantes do 8.° ano do Ensino Fundamental de um colégio da rede publica
estadual do Rio de Janeiro, localizado no municipio de Resende.

O estudo foi realizado durante o primeiro semestre de 2018 ¢ contou
com os seguintes procedimentos para coleta dos dados: (a) gravagdo de audio
e video, (b) captura de tela das manipulagdes em tela dos smartphones
utilizados pelos estudantes, (c¢) respostas escritas das folhas de atividades e (d)
notas do pesquisador. Em sintese, a tarefa proposta apresenta os seguintes
enunciados, de acordo com a Figura 3.

Figura 3
Sintese das tarefas. (Henrique, 2021)

Tarefa do protocolo 2

2.1. Mecam os angulos que estdo do mesmo lado da transversal. Facam esse
procedimento para todas as combinagdes possiveis (os angulos que estdo do
lado de fora das paralelas, os que estdo entre as paralelas etc.). Existem
relagdes entre os angulos? Se sim, quais?

2.2. Megam um angulo de cada lado em relagio 4 reta transversal. E possivel
estabelecer alguma relacdo entre os angulos? Expliquem.

14 A investigacio integra o projeto de pesquisa “Construindo e analisando praticas
educativas em educacdo matematica com dispositivos fouchscreen”, financiado
pelo CNPq, e aprovado na Comissio de Etica na Pesquisa da UFRRJ sob o parecer
de nimero 604/2015.
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2.3. Investiguem outras relagdes entre os pares de adngulos que podem ser
formados. Como sempre, registrem suas observacdes e, se necessario, fagam
um desenho para esclarecer suas descobertas.

Para anélise dessa atividade selecionamos eventos de um video® de 17
minutos e 46 segundos obtido a partir da telagrava¢io™® (Bairral et al., 2022) do
smartphone utilizado pelos estudantes GD (12 anos) e MV (13 anos). A analise
buscou elementos nos toques e nos discursos dos sujeitos (escritas, audios,
construgdes em tela etc.) que nos possibilitaram investigar como ocorrem os
processos de constru¢des e movimentos na tela, e o de desenvolvimento dos
conceitos trabalhados®’.

RESULTADOS: DE CONCEITOS ISOLADOS A
OLHARES E MOVIMENTOS ARTICULADOS

A Figura 4 apresenta a transcri¢do do audio e os objetos de analises de
um excerto do video em que os estudantes discutem a respeito da relagdo entre
angulos que estdo do mesmo lado da transversal (correspondentes e colaterais)
e as propriedades envolvidas (congruentes ou suplementares). Vejamos os
registros obtidos dessa agdo.

Figura 4

Agdes dos estudantes G.D. e M.V. no estudo de dngulos correspondentes.

Descricao

G.D. e M.V. manipulando e dialogando acerca da posicao dos angulos.

15 Refere-se a gravagio em video (convencional) com 4udio a partir da captura das
manipulagdes externas, com uma camera focando os movimentos e os gestos das
maos dos sujeitos ao tocarem a tela.

16 Captura os toques diretos na tela do dispositivo por meio do aplicativo
MyAppSharer.

17 Veja em Henrique e Bairral (2020) uma analise ressaltando a importincia das
metaforas.
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Printscreen

= o =\ = o = \nn o

Reta DE

Instante 00:14:53 Instante: 00:16:25 Instante: 00:16:53

Transcricao

0:14:53 — M.V.: O que esses aqui tém igual, p6?

G.D.: Esse aqui?

M.V.: E!

M.V.: Que eles estao do lado de fora, p6! Acho que € isso.
G.D.: Eles sdao da mesma reta.

M.V.: E, pod ... isso € uma relagdo entre eles, cara. Eles estdo na mesma reta. (Ha
um breve momento de siléncio).

G.D.: Entdo eles estdo namesmareta e ... (trecho inaudivel) na reta transversal.
(H4 um momento de siléncio, na sequéncia a dupla move a construgao).

G.D.: Congruente ¢ tipo assim: quando vocé mexe € a mesma coisa?

00:16:25 — M. V.: E mesma coisa. Tipo... (o discente move a reta DE) 6, t4 ligado
no D e E (pontos D e E, que representam, segundo o discente, o angulo f3).

M.V.: Aqui... ¢ desse lado, essa parte esquerda. O ... aqui € cento e dezesseis
ponto quarenta e nove e aqui ¢ cento e dezesseis ponto quarenta e nove, nao
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muda, 6 (Mostrando sua relagdo com o angulo correspondente y. Na sequéncia,
o estudante modifica a construcdo a fim de enfatizar sua observacao).

M.V.: Séo iguais, ndo mudam: cento e onze e cento e onze.
G.D.: Ah, sim!

M.V.: Nao muda.

G.D.: Mas essa aqui € a transversal, né?

M.V.: Oi?

G.D.: E a transversal que esta movendo, né? (Destacando a manipulagio
realizada por M.V.).

G. D.: Entdo a gente pode colocar assim, ¢: ... (se referindo ao que deveria ser
escrito na tarefa).

00:16:53 — M.V.: Eles sdo angulos congruentes, s isso. (referindo-se aos
correspondentes).

Por meio da telagravagdo, observamos que os aprendizes estabeleceram
a relagdo entre angulos correspondentes a partir da congruéncia, fato
contemplado pelas negociagdes e pelos toques (Instante 00:16:25, por exemplo,
angulo B = 116.49° e angulo y = 116.49°). Identificamos que os toques se
articulam em dominios construtivos ¢ relacionais (Arzarello et al., 2014), pois
os discentes formularam uma conjectura a partir do manuseio do objeto no
AGD, e cla é verificada e refinada por eles (O ... aqui é cento e dezesseis ponto
quarenta e nove e aqui ¢ cento e dezesseis ponto quarenta e nove, ndo muda,
0). O fragmento da Figura 4.1 sintetiza esse momento reflexivo da dupla.

Além do entendimento conceitual articulado, a transcricdo da Figura
4.1 também evidencia a ideia de referéncia emergindo no raciocinio dos alunos,
ou seja, quais elementos eles estdo considerando em sua andlise, tempo
momento a momento e os angulos.

Nessa nova empreitada, os estudantes analisaram angulos colaterais
internos, como mostram os registros a seguir. Nos excertos os discentes
discutem sobre a relacdo entre angulos que estdo do mesmo lado da transversal
(correspondentes e colaterais) e as propriedades envolvidas (congruentes ou
suplementares). Na Figura 5 apresentamos os registros obtidos dessa acao.

331 Acta Sci. (Canoas), 24(8), 315-339, Dec. 2022




O exame do trecho nos possibilitou verificar que a dupla usou o toque
de arrasto com uma dupla fungo: construtivo e relacional. A primeira fungio
teve como objetivo facilitar a analise, para isso eles permutaram as retas CG e
AB (Instante: 00:16:53 — Instante: 00:17:15), o que fez com que ficassem na
tela apenas as retas e os angulos colaterais internos (Instante 00:17:15, angulos
a e v), e deslocaram a reta CG em direcdo a reta AB, aproximando os angulos
a ¢ y. O movimento de arrastar a agdo gerou uma nova construgdo na qual
estavam apenas os objetos de analise. Dessa maneira, na segunda fungao
atribuida a0 movimento de arrastar, os estudantes formularam uma conjectura
acerca da relagdo entre os angulos a e y (angulos suplementares, Instante
00:17:29).

Figura 4.1

Sintese a partir da Figura 4.

Transcricao

Descricao

Printscreen

G.D.: Congruente ¢
tipo assim: quando
vocé mexe é a
mesma coisa?

congruéncia de
angulos

a movimentacao

00:16:25 - M.V.: E da reta DE e a 312149
1;1.esma (cozlga. ¢ alteracdo de

'Po-.. {0 IS];?EH ¢ angulos colaterais [o\sas
n}oye areta DE) 6, externos 769
tadligadonoDeE
(pontos D e E, que
representam,

segundo o discente,
o angulo f).

M.V.: Aqui... é
desse lado, essa
parte esquerda. O
... aqui € cento e
dezesseis ponto
quarenta e nove e
aqui é cento e

a correspondéncia
e a congruéncia de
angulos, e o lado
esquerdo como
referéncia
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dezesseis ponto
quarenta € nove,
ndo muda, 6
(Mostrando sua
relagcdo com o
angulo
correspondente 7.
Na sequéncia, o
estudante modifica
a construcdo a fim
de enfatizar sua
observagao).

Figura 5

Agdes dos estudantes na andlise de angulos colaterais internos.

Printscreen

Instante: 00:16:25

Instante: 00:17:15

Instante: 00:17:29

/

= .-; y Reta CG
Reta Al / ,
/ v %5.63°
[\ 50.77° A
12023
Lafoasr
< [ o\ 5077 B
\ 2023 \
Reta CG E Reta AB
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Descricao

Estdantes GD e MV manipulando e visualizando as relagdes entre os
angulos

Os discentes poderiam ter estabelecido uma conjectura por meio de
uma analise aritmética, adicionando os angulos o € y no préprio campo
“Entrada” do aplicativo GeoGebra. O que ndo sabemos € se esse processo
conduziria os estudantes a elaboragdo conceitual, pois, como ja destacamos,
nesse tipo de operacdo, dada uma particularidade do aplicativo — niimero
restrito de casas decimais —, a soma se aproxima de 180°. Todavia, observamos
que os alunos se apropriaram de uma particularidade de um DMcTT, no qual a
acdo de arrastar traz imbricadas finalidades distintas, tais como formular e
validar conjecturas, para estabelecer uma relagdo entre os angulos a e v,
transladando a reta CG, sobrepondo-a sobre AB, fazendo-os ficar
suplementares, ou seja, eles instituiram uma conjectura visual para ajustar ao
seu propoésito, que ¢ um tipo de raciocinio no ambito relacional (Bairral et al.,
2017).

O excerto do episoddio nos permitiu identificar as estratégias elaboradas
pelos estudantes, as manipulagdes se articulando entre os dominios constitutivo
e relacional (Arzarello et al., 2014). A agdo dos discentes de transladar uma das
retas no objeto de analise com intuito de confirmar que a soma dos angulos a
e y resulta em dois angulos retos sugere a presenga da intui¢do (Leivas, 2009)
como um elemento do raciocinio matematico e revela que a visualizacdo foi
potencializada pelos toques na tela do smartphone, intensificando o
desenvolvimento do conceito de angulos colaterais internos.

Desse evento, tiramos conclusdes acerca da visualizagcdo
potencializada pelos toques correlacionados na construgdo e do
desenvolvimento conceitual. Neste caso, a manipulacdo da imagem mental
envolveu a representacdo do conceito (Zimmermann & Cunningham, 1991).
Vale complementar que a composicao dos toques inclui a visualizagdo e as
representagdes graficas (construcdes na tela e seus movimentos), elementos que
caracterizam modos de raciocinar em DMcTT.

CONCLUSAO
Discorremos sobre a importancia da visualizagdo, da representagdo e
da conceituagdo — processos imbricados no aprendizado com AGD.
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Evidenciamos a importancia do estudo das relagdes entre angulos e retas e o
papel de uma outra geometria proporcionada pelos AGD, bem como algumas
caracteristicas e singularidades desses ambientes.

Os DMCcTT representam uma extensdo dos nossos corpos (Bairral,
2020) e, em certa medida, a agdo de tocar na tela influencia as imagens
conceituais que elaboramos, pois ha singularidades em termos sensorial e motor,
nas quais a agdo referida influencia a percep¢do visual. A visualizagdo €
potencializada pelos toques na tela, bem como a construgdo e o
desenvolvimento conceitual atrelado a este processo. Neste amago, a
conceituagdo ¢ a visualizagdo geométrica podem se relacionar no surgimento
na identificag@o de relagcdes matematicas por meio de atividades em um AGD
com DMCcTT, pois a elaborag@o conceitual e a visualizagdo de construgdes na
tela demandam tarefas que permitam a experiéncia continuada e de modos
diversos com o(s) objeto(a) em analise.

A abordagem de conceitos matematicos mediante os toques pode
romper a  hierarquia  estabelecida na  Geometria  euclidiana
(axioma/defini¢do/propriedades) e evidencia a relevancia da aprendizagem
geométrica mediada por um AGD em DMCcTT a partir da emergéncia de
conceitos e propriedades potencializados pela visualizacdo de formas ndo
estaticas. Com isso, defendemos que esses dispositivos possibilitam a criagdo
de uma organizagdo curricular mais fluida e articulada dos conceitos
geométricos e que, inclusive, as atividades permitem a emergéncia de novos
conceitos.

Conforme exemplificado nos dados a partir das manipulagdes de G.D.
e M.V,, o trabalho com retas e dngulos em manipulagdes touchscreen para
formulagdo de conjecturas permitiu identificar o surgimento de um novo
conceito no estudo de relagdes e propriedades entre retas paralelas, transversais
e angulos formados: o conceito de referéncia. A emergéncia desse conceito é
fruto da dinamica de movimentos simultineos de objetos na tela. Com a
multiplicidade de movimentos sincronos, o exame da constru¢do de uma
conjectura (e sua validagdo ou refuta¢do) acontece, ao ter como referéncia o
ente matematico a ser considerado, que pode ser reta ou angulo. Ou seja, que
retas e angulos sdo considerados? Cabem, portanto, estudos posteriores que
foquem analise do conceito de referéncia.
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